3.1 Logarithmen
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1 ,Monate werden zu Tagen “

Betrachten wir folgende Tabelle:

273 272 271 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212
0125|025 05| 1| 2| 4| 8 |16|32| 64| 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

Ubung

1. Berechne folgende Produkte ohne Taschenrechner, nttilfeitder Tabelle.
a) 16-256= b) 0.25.512= c) 0.125-4096=

2. Berechne das Produkt 1856 mit Hilfe der schriftlichen Multiplikation. Vergleighdie Anzahl der
Berechnungsschritte mit denjenigen der Aufgabe 1(a).

Diese Idee, eine Zahl einfach als Potenz zu einer bestimBdsis zu schreiben und dann die Potenzregeln
anzuwenden, brachte die Mathematik enorm voran. Die umédeitgen Berechnungen, die vor allem in der
Astronomie (z.B. Keplersche Gesetze) notwendig waremiamstark vereinfacht und damit beschleunigt
werden. Eine Aussage von Laplace (ein bedeutender Matiiematn 1750), der mehr als 150 Jahre (!)
spater lebte, verdeutlicht den hohen Wert dieser Idee:

.Diese Erfindung verringert den Arbeitsaufwand von MonaahTage. “

Die obige Tabelle taugt nattrlich nur dazu, das Prinzip azdesetlichen. Sie ist sehr Liickenhaft, Berech-
nungen wie z.B. 327456 kdnnen nicht durchgefuhrt werden.

Ubung

3. Driicke die Zahl 5 als'2 aus, mit Hilfe der Hoch-Taste des TR. Berechne dabei 3 &talkeh dem
Komma (.,...).

Die letzte Ubung hat uns gezeigt, wie milhsam einer solchpoent zu berechnen ist, wenn es “nicht
schon aufgeht”. Bestimmte Mathematiker, die natlrlicikei TR hatten (fir die war es also noch viel
muhsamer), verbrachten fast ihr ganzen Leben damit, sdlabellen mdglichst liickenlos aufzustellen.
Einer davon war Jost Birgi aus der Schweiz:

; .’Lritmniﬁttnhﬁmmnrifﬁrpm'&wﬁ
Witplion: el gurainl i hyars vos i ot e e Ty
% ety Tenktmaron pegrvorah B

- S S a—

Birgi wartete allerdings bis ca. 1620 mit der Veréffentliolg seiner Tafel. Naper, ein anderer Mathemati-
ker, veroffentlichte seine Tafel, die er unabhéngig vongBérstellt hatte, bereits um 1614.
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2 Der Logarithmus

Als erstes wollen wir kurz den Bezug zum ersten Abschnitstedien. Bei der Ubung 2 haben wir die
Frage gestellt: 2= 5. Dieser Zahk sagen wir log5 (gesprochen: Der Logarithmus von 5 zur Basis 2).
Wir definieren:

Definition 1

Am Anfang ist es schwierig, einen Logarithmus direkt ausiginition zu berechnen. Wir werden deshalb
ein Rezept kennenlernen.

Gehen wir als Hilfe schnell zum Wurzelbegriff zuriick:

Nun zum Logarithmus:
Frage: Wieviel ist log, 8 ?

Antwort:

Wir missen uns einfach Uberlegen: 2 hoch wieviel gibt 8 ? Dasims genau das iberlegen missen, ist
wiederum Abmachungssache. Wir koénnen hier also nicht sérelen, was wir uns tUberlegen missen !

Beispiele:

e 10g;9=
e log,64=

Ubungen

4. Berechne die Werte der folgenden Logarithmen.

a) log8l= b) logg25= c) log16=
d) log,,144= e) logl= f) logg 1% =
g) logys8= h) log,u0.01= i) log,8=

5. lgist die Abkurzung fir log,. Berechne die Werte der folgenden Logarithmen.
a) lg10 = b) 1g10000= c) lg0.0001=
[7,4,-4]

6. Berechne die Werte der folgenden Logarithmea R, n € N).
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a) log1= b) log,a= c) log,a®=
1 1
d) log,a" = e) log— = f) log, =
1 .
9) log, ;= h) log,va= i) log,va=

[012n-1,-2-n3} }]

7. In (natdrlicher Logarithmus) ist die Abkurzung fir |[ogvobeie = 2.71... die Eulersche Zahl ist.
Berechne die folgenden natirlichen Logarithmen.

a) Ine = b) Ini= c) Inye=
d) Ine= e) In(in(e)) = f et —
g) o=

[2,-1,1,1,0,€2, kW]

8. Schreibe einen Logarithmus auf, der den folgenden Wgitbter

a) 4 b) -2 c) 1
9. Bestimme die Losungsmenge der nachfolgenden Gleichuind® Gib Dein Ergebnis in der Form
L=..an.
a) log64=3 b) log,x=3 c) loggx=-2
d) loggx=0.5 e) logl121=2 f) logx16=2
) loge49=1

[L ={4},L = {8},L = {0.04},L = {3},L = {11},L = {16},L = {+49}]
10. Lo&se die folgenden Gleichungen !
a) In(x)=0.5 b) In(e) =x c) In(ln(x))=1
[e°5,R, €]
11. Berechne die Werte der folgenden Logarithmen ohne €asebhner !

a) 40947 — b) 1009910121 _ c) 10099100V —
d) alo%7 — e) gnlo _ f) ans —

[7,121 v 7,10,5]

3 Der Basiswechsel

Frage: Was ergibt log7 ? Der TR stellt leider nur der Logarithmus zur Basis 10 undldegarithmus zur
Basise zur Verfigung (manche noch den Logarithmus zur Basis 2).aber kbnnen wir einen Logarith-
mus zur Basis 3 berechnen ?
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Wir konnten also den Logarithmus zur Basis 3 auf den Logawith zur Basis 10 umrechnen, der auf dem
TR vorhanden ist.

Ubung

12. Ld&se die folgenden 3 Teilaufgaben:

a) Zwischen welchen beiden natirlichen Zahlen liegs 2?
b) Berechne mit dem obigen Verfahren @&y .

¢) logy7 und log;27 waren konkrete Beispiele. Kannst Du eine allgemeine dhmengsformel
notieren fir logb ?

Satz 1

Konkret sagt dieser Satz aus, dass es reicht, den Logasthmeiner (beliebigen !) Basis zu kennen. Dies
war natirlich besonders von Vorteil, als die Tafeln noch Mamd berechnet wurden.

Ubung

13. Berechne mit Hilfe des obigen Satzes die Werte der fdlger.ogarithmen ! Runde das Ergebnis
auf 2 Stellen nach dem Komma.

a) log, 9= [159 b) log,15= [390 c¢) logzl2= [2.24

4 Die Logarithmenregeln

Zuerst eine einfiihrende Ubung:
Ubung

14. Fulle die Lucken aus mit Zahlen odet — | - | :-Zeichen. Uberpriife nachher Deine Lésung mit
Nachrechnen.

a) log,(16-8) =logy(...)...100y(...)
b) log,(16:8) =logy(...)...10gy(...)
c) log,4*=......logy(...)

Es gelten die folgenden Logarithmenregeln:

Satz 2 Es gelten die folgenden Gleichungen:
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Beweise

Ubungen

15. Schreibe als ganze Zahl.

a) log(27-9) = b) log,(8-16) = c) log, (16°) =
d) log,(2)+10g,(8) = e) log (54) —logs(2) = f) log, (48) —log, (3) =
[5,7,20,2,3,4]
16. Wende die Logarithmengesetze (von links nach rechtg)iomst oft an.
a) log, (bc) = b) log, (b(c+d)) = c) log,(pg+ pr) =
b b
2 _o\2) = — = - =

d) log, (4x% — 9y?) e) log, - f) log, o d

1-x% 3 _ 4
g) |09am = h) log,b° = i) log,(b+c)" =

. 1
J) IOga? = k) IOga\[S:
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[IOgab + IOga c, IOga b+ IOga(C+ d), IOga p+ IoQa(q + I'), IoQa(2X+ 3Y) + IOga(ZX_ 3Y)7 IoQa b— IoQa C, IOgab - IOga(c+ d)]
1
[10ga(1+) +10ga(1—x) — logs (x+y) — loga(x —y), 310G b, 410gs (b+ ), ~210g C, 510G ]

17. Forme so um, dass im Ergebnis nur ein log-Zeichen vorkiommeh dass vor dem log-Zeichen keine

Zahl steht !

a) log;m+logyn= b) 3logym=

C) %Iogam: d) log,b+log,c—log,d—log,c=

e) 3logb+2log,c—4log,d= f) 2log,x+3log,y—5(log,u+log,v) =

[1oga(mn),loga P, loga v/ logs (§) loga (2 ) log, (5% )]

18. Gibxals Dezimalzahl an. Runde Dein Ergebnis auf zwei Stelleh dacn Komma.
a) x=Ig(2.46-108%) [7890.39 b) x=Ig(9.87-107%4 [-6542.01
c) x=1In(7.23-10°°73) [11682.99 d) x=log, (2.84-10-46%7) [-15468.7]

5 Exponentialgleichungen

5.1 einfache Exponentialgleichungen

Beispiel: 5 = 14

Ubungen

19. Ldse die folgenden Exponentionalgleichungen. Runde BExgebnis auf zwei Kommastellen. Kon-
trolliere Dein Ergebnis durch Einsetzen.

a) =11 b) 3 =0.052 c) 08X =0.005
d) e*=100 e) 1G = 0.1997 fy #X=3

[3.46,-2.69,23.74,-4.61,-1.43,0]32

5.2 Exponentialgleichungen, die sich mit Zusammenfassen s lassen

Beispiel: 3% 4 32+2 = 100
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Ubungen

20. Lose die folgenden Exponentionalgleichungen. Runde Exgebnis auf zwei Kommastellen. Kon-
trolliere Dein Ergebnis durch Einsetzen.

a) X4 2%+5 99 b) gx+l_53%-1_ »yg c) g1 X =g+l _Bx

[3.96;0.48;-7.8B

5.3 Exponentialgleichungen, die sich mit Substitution lI6selassen

Beispiel: 9*—-2.3*-11=0

Ubungen

21. Lose die folgenden Exponentionalgleichungen. Runde Exgebnis auf zwei Kommastellen. Kon-
trolliere Dein Ergebnis durch Einsetzen.

a) 10+10* =600 b) X+3=4 c) &=1+e%
[1.38;1.20;0.4B

6 Logarithmusgleichungen

Beispiel: log, (9 —X) +10g,(13—Xx) = l0g,(37—X)
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Ubungen

22.

Lose die folgenden Gleichungemdg R™).

a) 3log,x=2log,8 b) log,(x+4)+log,(x) = log,(x+ 1)
¢) log,x?—log,8=log,8—log,27 d) % log,(x+ 1) =log,10—log, 2

e) log,(x+9) =4+logy(X—6)

[4]0.304-1.54|24|1

7 Anwendungen von Logarithmen

7.1

Die Lautstarke

Die Lautstéarke wird eigentlich iV /m? gemessen. Wir erhalten so allerdings sehr unhandlichesZahl
Wir rechnen mit der folgenden Formel um:

23.

24.

25.

7.2

Welche Lautstérken (in Dezibel) gehéren zu folgenddraliotensitaterd ?
a) J=5X b) J=10-% c) J=100-J

Welche Schallintensitéaten ausgedriickt als Vielfache vdg gehdren zu den folgenden Lautstarken
?

a) 0 Dezibel (Horschwelle) b) 20 Dezibel (Flistersprache)
c) 40 Dezibel (Unterhaltungssprache) d) 60 Dezibel (Sbhmaschinengeklapper)
e) 80 Dezibel (Motorrad mit Schalldampfer) f) 100 Dezibeldtdrrad ohne Schalldamp-
fer)
g) 120 Dezibel (Flugzeugmotor in 4m Ab-h) 130 Dezibel (Schmerzgrenze)
stand)

Ein Sanger erzeugt eine Lautstarke von 65 Dezibel.

a) Welche Lautstarke erzeugen 2 Sanger ?
b) Wieviele Sanger braucht es fiur die Lautstarke 75 Dezibel ?

Die Berechnung der Anzahl Stellen einer Zahl mit dem Zehnet-ogarithmus

log,,500=2, ...
log;5000= 3, ...
log;0100= 2, hundert ist aber dreistellig

log;1000= 3, tausend ist aber vierstellig
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Mit folgendem Rezept kann man die Anzahl Stellen berechnen:

Ubung

26. Welche der beiden Zahlen ist grosser ?

a) 200qgger 3261 b) 0.930000gder 0815000

8 Die Logarithmusfunktion

Die Logarithmusfunktion ist folgendermassen definiert:

Definition 2

Wie sieht der Graph einer Logarithmusfunktion aus ? Das kbmatiirlich darauf an, welchen Wert wir
fur den Parameteaa einsetzen. Setzen wir malk= 2. Wir erhalten die folgenden Wertetabelle:

X 025|/05(1(2|4|8
log, X

Wir zeichnen die Punkte ins Koordinatensystem ein:

27. Skizziere die Graphen der Funktionemit den folgenden Vorschriften:

a) f(x)=logzx b) f(x) =logysX
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28.

29.

30.

31.

32.
33.
34.
35.

Stelle rechnerisch fest, ob der angegebene Punkt dbeumderhalb oder auf dem Graphen mit der
Vorschrift f(x) = log, x liegt.

a) Ph=(7|3) [oberhald b) P,=(32]|5) [auf]
Bestimme, falls mdglich, die Basis der Funktibmit der Funktionsvorschriff (x) = log, x, wenn
der PunktP auf dem Graphen der Funktion liegt.

a) P=(16]2) [a=4 b) P=(0.125|3) [a=0.5]
Die Hohe Uber dem Boden kann aus dem Luftdruck nach demdtor

h=184km-log;, (T)

bestimmt werden; dabei igip der Luftdruck am Boden. In welcher Héhe befindet sich an einem
Tag mitpg = 1010 hPa ein Messballon, wenn ein mitgefiihrtes Barometenddruck von 900 hPa
anzeigt ?
Zusatzaufgaben

Wie heisst die Endziffer (=Einerziffer) voA®; welche Ziffer steht am Anfang ? (Hinweis: Betrachte
den Zehnerlogarithmus dieser Zahl).

Wieviele Endnullen hat die Zahl 58 ? Mit welcher Ziffer beginnt sie ?

Welches ist die erste und die letzte Ziffer vdi% ?

Welches ist die erste und die letzte Ziffer v@f)4,(77)” und (3*)° 2

Otto erkundigt sich bei seiner Schwester Ute, einer I8dnider Kollegstufe, welche Punktzahl sie

bei ihrer letzten Mathematikarbeit erreicht habe. ,Vieraafst Du fragen “, sagt Ute. Otto weiss,
dass in der Kollegstufe die Punktezahlen 0,1,2,...,15ak@m1g werden. Er meint, es sei doch ziemlich
aussichtslos, mit nur vier Fragen unter 16 Zahlen die gehtiu finden. ,Doch “, sagt Ute, ,das ist
maoglich “. Welche Fragen muss Otto stellen ?



