2.3 Potenzen

(Thema aus dem Bereichen Algebra)
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1 Repetition: Potenzen mit natlrlichen Exponenten

Definition 1 Das Produkt von gleichen Termen wird folgendermassen z2usaigefasst:

a-a-a-....a=a"
N——

n—mal

Wir erhalten sofort das erste Potenzgesetz:

Satz1 mneN, ae R. Dann gilt:

a'-am=a"m (R1) ‘

Beweis

e d"a"=a-a-a-..-aaaa..-a=a-a-a-...-ra-a-a-a-....-a=am

n—mal m-—mal (n+m)—mal

Weiter gilt:

Satz2 m,ne N, n>m, ac R. Dann gilt:

a':a"=a""m (R2) ‘

Beweis

n—mal

e N
n
. a“:am:a—: a-a-a-a-....-a:anim

am a-a-a-....-a
N————

m—mal

Das dritte Gesetz:

Satz3mne N, a€ R. Dann gilt:

()" =a"" (R3)|

Beweis
m—mal
—N—
e @M=a"-a"a"...a"=alTN+N+...+N_gmn
N—————

m—mal

Es folgen noch zwei Potenzgesetze zu Potenzen mit gleicheis B

Satz4 ne N, a,be R. Dann gilt:

@ b" = (ab)" (R4)]

Beweis
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ed"-b"=a-a-a-..abhbb.. b=abab-ab-..  ab=(ab)"

n—mal n—mal

Satz5ne N, a b e R. Dann gilt:

a":b"=(a:b)" (RS)‘

Beweis
n—mal
a a" a-a-a a aaa
o a b= — — - ..
b" b-b-b-...-b bbb
n—mal n—mal
Ubungen

1. Schreibe als Potenz der Foah
a) 212.0%5_
c) X°-x=
&) V55 V5 =
g) 52:5°=
i) a2:al—

2. Schreibe als Potenz der Fogh
a) 15.2°=
o) ViZ V3=

e) :3°=
g) (dabg": (2ac)" =

3. Schreibe als Potenz der Fogh
a) (%)%=
C) (XZ)nJrl

n—mal

b)
d)

h)

)

b)
d)

b)
d)

al2. a8 —
(x+1)%- (x+1)° =
2+l yll-n _
Nl
(a+hb)": (a+b)*=

[2377 a15’ XB./ (X-‘r 1)127 567 Xn+12, 53’ 217, a, (a+ b)3]

0.01%-1000 =
(vB+1)*(vE-1)'=
YGRS
[3C3,1¢F,6%,44,2°,27 (2b)"]
(XG)G —
(nM)"

[ a4, X367 X2+2, nnz]

4. Schreibe so um, dass im Schlussergebnis nur ein Expondiiiaine Klammer vorkommt.

a) (~a')=

b)

(—a)*)°=

[-at? al?]

5. Schreibe als Dezimalzahl. Die Variabisteht jeweils fur eine natirliche Zahl.

&) (1) (-1 (-1°=

2n
x—1
2 <1—x> -

b)

(_1)4n
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[-1,1,1]

6. Finde mit Hilfe der Potenzgesetze heraus: Welche(r)/Zaith muss flix eingesetzt werden, damit
die Gleichung erfillt ist ?

a) F.32=3" b) 9.274+7.2"=2"
c) 5.59420.520=5" d) 22+4_8.23 =X
e) (53)": (5%)° =5 f) (10000)*%— 10

[8,11,22,a+3,2,20004

7. Entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig oderHalst und begriinde Deine Entscheidung.

a) 2600 < g167 [r] b) 21000< 10300 [f]
) 45.10°5-4.10P% < 10100 [ d) 05.1015.4.101% = (3.10°7) [r]
e) (299) 101 _ (2101)99 [r] f) (55)5 _ 5(55) [f]

8. Berechne ohne TR: Wieviele Sekunden bendtigt ein Lictistvon der Sonne zur Erde, wenn die
(mittlere) Entfernung der Erde von der SonnB-1.0"*m und die Lichtgeschwindigkeit-30®m/s
betragen ? [5004

9. Aus wievielen Ziffern besteht die Zahl
a) 1007 [20] b) 10000007 [3007]
10. Beantworte mit ja oder nein und begriinde: i€t 2

a) eine Quadratzahl ? b) eine Kubikzahl ?

2 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Wir haben die Potenzgesetze bis jetzt erst fur die naté@tichahlen definiert. Wir haben allerdings den
Anspruch, ein Gesetz so weitreichend wie mdglich zu forerah, d.h. die Zahlenbereiche so weit wie
moglich auszudehnen.

Wenn wir den Bereich nur schon auf ganze Zahlen ausdehrten gefort Potenzen mit negativen Expo-
nenten auf, wie z.B. 3",2-1, usw. Da 0 auch eine ganze Zahl ist, kénnen auch Potenzeroder®, 20,

usw. auftreten. Wir miissen uns also mit der Frage beschaftiffie gehen wir mit diesen Exponenten um
?

Frage: 372 ="?
Der naheliegendste Weg? 336 ¥_1 !
° 1 —— = _ ==
g F Z\ 09

¢ Das Potenzgesetz wiirde lieferrt:: 3% = 36 =32

Wir schreiben bewusst: Das Potenzgesgirde liefern. Wir haben die Division von Potenzen nur fur den
Fall behandelt, dags> mist, eben um keine negativen Exponenten zu erhalten. Eiteist 3 : 3% = 3

37!
andererseits- 372. Wenn das Potenzgesetz ausgedehnt werden soll, miisseefiniecen:

Definition 2 a € R\{0}, n< N. Dann legen wir fest:

1

-n_ =
_an
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Jetzt noch der Exponent 0.

Frage: 3%:3* =7

34
e Der naheliegendste Weg? 33* = _ =1

3
¢ Das Potenzgesetz wiirde liefert:3* =3*4=3°
Definition 3 a € R\{0}. Dann definieren wir:
=1

Wir kdbnnen unsere Regeln erweitern:

Satz 6 Es seien & R,b € R\{0};z,2 € Z. Dann gilt:

a.Z .aZ :aZ;H-Zz (Rl)
al:a?=a""?2 (R2
(a®)? = a%2 (R3)
a’.b% = (ab)* (R4)
al:b%=(a:b)2 (R5

Die Satze lassen sich mit den gleichen Ideen wie die Satzeeivbisen, jedoch aufwendiger. Wir verzich-

ten an dieser Stelle auf diese Beweise.

Ubungen

11. Schreibe als gewthnlichen Bruch oder, wenn méglichgatge Zahl.

a) 28%= b) 32=
) —27°= d) (-2)°=
e) (-3)°= f 0=

()" ()

[

111 _ 1
-,§7—§\,71-,—2*771-,879]

ool

12. Schreibe als Potenz mit einer mdglichst kleinen natiielh Zahl als Basis und einem Exponenten

ausZ.
1 1

3271

13. Gib die Wissenschaftliche Darstellung der Zahl an. Eispiel: 000745= 7.45.103

a) 0.91= b) 0.0669 =
c) 0.00000013456 = d) 287.107 =
e) 009910 1%= f) 0.0055 1076 =

g) 90909-104= h) 0.0000032 10" =
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[9.1-1071,6.69-1072,1.3456. 10 7,2.527-107%,9.9.10 14 55.107°,9.0909- 10 2,3.2-10 ]
14. Ordne die Zahlen$,10°3,274 2710 107232 nach aufsteigender Grésse.
[24<10%<102<33<2%<37
15. Berechne fix=-2,-3
a) 27-% b) 2*427%
[3,1,4.258.125

16. Das Produkt aller Zahlen jeder Zeile, jeder Spalte undebeDiagonalen ist gleich'2. Fiille die

Tabelle aus.
211 272 28
pa 23
22 | 27
2-1 | 210

[273,25,28,24 2,29 2]

17. Bringe die folgenden Terme auf die Foath

a) 2.278= b) 54.56—
c) 36.36= d asda=
g) 13.273= f) x".x "=
g) #:41= hy 54:53=
) ah:al= ) d¥:d "=

[273. 5-10 1, an737 2n7 X*ZH7 467 51 a, dn+3]

18. Bringe die folgenden Terme auf die Foafh

a) (32)°= b) (672)%=
0 (5% = d) (7) "=
e) (a7?)"= DINCRURE
9) (@)= ) (d*) =

[3%,676,57°6,1,a2 p2n c2-2 ¢-6n]
19. Forme so um, dass im Schlussergebnis keine Klammer urelmExponent vorkommt.
a) (~10%°= b) ((-10%)°=
c) (—10°) = d) ((-1075)*=
[-10%°, 10701020, 107]
20. Bringe die folgenden Terme auf die Foafh

a) 4°.2565= b) 510.1.471010=
c) 12%:6 %= d) 182:67"=

[10°6, (7x)10,27%,3-21]
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21. Forme soum, dass im Schlussergebnis nicht mehr wekganauenfasst werden kann und dass keine
Klammern und keine negativen Exponenten vorkommen.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

a) (4a3-5a%):10a° =
(10a3+4a2?):2a% =

e) (10a3:5a72):2a°=
(a2n+l : a2n—1) ca =

Schreibe als gewdhnlichen Bruch.

() -

b) (10a3+4a?) -2a°=
d) (10a=3:5a7?).2a%=
f) (a2n+1.afn) ‘al =

2 1
[7,8a+203 54 ,a4,a” 11]

-4 —4
X X 1
K <2> : (6> B [ETl]

Schreibe als Dezimalzahl. Begriinde jeden einzelneritSctit einer Potenregel oder einer Defini-

tion.
a) (a—b)'%:(b—a)™ [1]

b) (a-b)"-(b—a)~"= [-1]

Forme so um, dass im Schlussergebnis nicht mehr weisamrmengefasst werden kann und dass
keine Klammern und keine negativen Exponenten vorkommen.

a) (1+x3)?2=
Q) (t2x1)P=

b) (x+x1)3=

[3+F+13+3x+ 2+ 5 24 6x +12C + §]

Entscheide, ob die Aussage wahr oder falsch ist. BegrDeihe Entscheidung !

a) 95eN [w]
c) 05%°>05 [w]
e) Vv2=1{2 [1
g) 16 eR []

-

Lose die Gleichung
LOsung an.

!

b) 5% <11 1
d) 190« g0 [1]
f) 2731643 =125 [w]

2 0.5 2 0.5
h (2+3] =2-(3 [w]

[w]

10 inR mit Hilfe des TR (ohne solve-Befehl). Gib die ersten 4 Ziffeier

[21.54

Ldse die untenstehenden GleichungeR mit Hilfe der Potenzgesetze und nicht mit ausprobieren.

a) xX°=2°
c) x*=2"*

e) x5 = 210

Lose die untenstehenden GleichungeR.in

a) 2X=2°
C) 2-12 9—x _ 96

b) x6=16°
d x*=-8
fy x5=_210
[2,44,+0.5 —2,—4,—0.25]
1
X
b) &4 2
d) (22*=1
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29.

30.

31.
32.

33.

34.

3

e) 229 =2 fy 204 =2
X\2 _ =
g) (29 =16 h) =05
i) 26 _ o4x-2 i 10925 — 101
k) 3% =95 ) 0.1¥=1000
m) 542.25X=125 n) 42%.32=4%

[-5,-6,-18,0,0,+1,—-2,~-1,2,1.55 —3 —1,7]
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch ? BegrieifeelEntscheidung.
a) 10°100— 10050 w] b) (=3%)3=(-3%* [f]
c) 2710<30? [w]

Die Kante eines sehr kleinen Wiirfels misst4@m. Berechne dessen Oberflachend dessen
VolumenV. Gib Dein Ergebnis in der Form- 1P an. [-10-8mn?, 10 2mn?]

Das Volumen eines Wiirfels betragf 2101 m3. Berechne ohne TR die Wiirfelkarke [3-10-4m]

Gegeben sind das Voluméa= 4-10-*°m? eines Protons, das Volum¥a = 10?°m? der Erde und
das Volumeny, = 4-108m?3 des Universums.

a) Wie oftist das Volumen des Protons in demjenigen der Entieadten ? $5.10%]
b) Wie oft ist das Volumen des Protons in demjenigen des Wsivas enthalten ? 14429
c) Wie oft ist das Volumen der Erde in demjenigen des Univassanthalten ? 1p°7]

Ein 10“*m dickes Papier hat eine Flache von Tkrs soll, wenigstens in Gedanken, 41 mal so
gefaltet werden, dass sich die Dicke bei jeder Faltung y@dh. Berechne die Hohe des so entstan-
denen Papierturmes in km. [~22-10°km]

Ein Wurfel mit 1cm Kantenlange soll vollstandig mit Pra¢a /e = 4-10-4°m3, my = 1.7-10-27kg)
gefillt werden. Berechne ohne TR: Wie gross ist dann die Mdieses Wurfels (Hinweis1-2.5=
4.25) ? [4.25. 10" kg]

Potenzen mit rationalen Exponenten

Wir kénnen nun schon mit recht vielen Potenzen umgehent debgn mit natlrlichen Exponenten haben
wir auch negative ganzzahlige Exponenten und den Expoméhie Griff. Im Sinne der Erweiterung
drangt sich die Frage auf: Gibt es auch Potenzen mit ragorfakponenten, bzw. macht es Sinn, solche zu
definieren ?

Wir repetieren noch einmal kurz die Wurzelausdrucke:

e \/64=8, weil 8-8=64
o V64=4,weil £ =64

Die allgemeine Definition fir die Wurzel lautet:

Definition 4 Furae R} und ne N

Va=beb'=a

Ubungen
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35. Berechne ohne Verwendung eines TR.

a) v/1000= b) \/g

[10,4

Frage: Welchen Exponenten sollen wir der Wurzel zuordnen, wel&hgronent macht Sinn (z.B. bei

V2=2%7?
Uberlegung:

o V2./2=2=21
o 2. X= X =l xX=1=x=1}

e Wenn die Potenzgesetze auch fiir Wurzelausdriicke geltiem sethalten wiry/2 = 23
e Nehmen wir noch ein zweites Beispiel:
o V4.94-Yh=4=2
o K== X =45 Bx=1=Xx=3
e Wenn wir davon ausgehen, dass die Potenzgesetze auch fiageMusdriicke gelten sollen, erhalten
wir: ¥4 — 43
Allgemein definieren wir:

Definition 5 Fur a€ R} und ne N definieren wir:

{Va:a%

Es folgt bereits die nachste Frage.
Frage: Welchen Exponenten sollen wir z.B. dem WurzelausdrieR zuordnen ?

Uberlegung:

o Va2.- Va2 -Val=a?
o a¥-a%-a*=a*

e Einerseits erhalten wa?, mit dem Potenzgesetz erhalten aif. Gleichsetzen ergibt: 2 3x = x =
2 Wir setzen also/a? = a3

Allgemein:
Definition 6 Es sei ac RY;m,n € N. Dann definieren wir:

nam:a%

Wir erweitern unsere Definition fiir negative Exponenten:
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Definition 7 Es sei ac RT;m,n € N. Dann definieren wir:

1

nam

a

sI3

Ubungen
36. Berechne ohne Verwendung der Wurzelfunktion des TR.
a) 49 b) 27
c) 10000 d) 6473
e) 1447 = f) 0.125% =

[7,3,10,0.25,1.2,0.5]

37. Berechne ohne Verwendung der Wurzelfunktion des TR.
a) & — b) 32
c) 121+5= d) 125 =

[$ 18]

AN

[4,0.25,1331 629

38. Ordne die Potenzen 8#°,64 1,64, 645 6415 ohne Hilfe des TR nach aufsteigender Grosse.
Uberpriife Dein Ergebnis mit dem TR.

Mit den oben getroffenen Definitionen kdnnen die Potenzgesgoch einmal erweitert werden, namlich
auf den Zahlenbereich der rationalen Zahlen.

Satz 7 (2.Erweiterung der Potenzregeln)&aR} b € R*, qu,0p € Q.

gil. gt — g1t (Rl)
- g2 — g1~ (RZ)
(aQ1)Q2 — gl (R3)
adt.pd — (ab)(h (R4)
a%: b% = (a:b)® (R5)

Ubungen
39. Schreibe als Potenz mit rationalem Exponenten bzw.aaizegZahl wenn mdoglich.

a) 108106 = b) 7h4.715.706 _
c) 21 .28 = d) 502.5°05_
&) V2:-v2= H Vv6-1-VVb+1=
g) 2543 = hy 43.16% —
i) 53.108 = j) 5°05.20°05—
k) ¥120:y15= ) ¥50:¢2—

[102,7%,2% 5- 1, 255 2%,2,16,504,0.1,2,5¢]

40. Berechne ohne TR. Schreibe Dein Ergebnis als Potenzatishalem Exponenten bzw. als Zahl
wenn moglich.
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41.

42.

43.

44,

45.

46.

a) (5%)62 b) (3*%)4:
0 (101) = d) (10%)5 =
[625372,10%,10%]

Berechne ohne TR. Schreibe Dein Ergebnis als Potenzatiohalem Exponenten bzw. als Zahl
wenn moglich.

a) 56 ;57 — b) (a%:a%):a:
c) JV2:32= d) (W—W):%:

1 11 2 31
[522,a 12,215,520]

Ermittle mit Hilfe der Potenzregeln und ohne TR die Laguenge der untenstehenden Gleichungen
inR.

a) X72.5 _ 32.5 b) XO.Z =2
c) x05=7 d) x¥*=10"*
e) X75—8 f) 08— 1L

[$,32 4,£0.1,16,+ 3]

Ermittle mit Hilfe der Potenzregeln und ohne TR die Laguenge der untenstehenden Gleichungen
inR.

a) 9=3 b) 8=4
c) 1000 =0.1 d) 80252«

[05,3,-%,-0.79]
Ermittle die Losungsmenge der folgenden Gleichungérinit Uberlegen oder Probieren.
a) X*=0 b) O*=0
[{},R]

Ermittle die Losungsmenge der untenstehenden Glejghimdem Du die Gleichung mit Hilfe der
Substitution in eine Gleichung 2.Grades Uberfuhrst.

a) 4-2¢432=(2"? b) 4-2%432=4*

c) P+3=4-9 d) +18-3%X=-9
[L={3}L={3}L={0,05}L={}]

Fulle die Zelle der Wabe nach folgender Regel aus und:beeg. [p=4/3]

XO.S

xP Xl.5
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47. Schreibe als Potenz mit rationalem Exponenten. Ubkr@&in Ergebnis anschliessend mit der

48.

49.

TR.
a) V2= b) V/V2=
c) \2v2v2= d) \3/%:

[28,2%2,25 278
Wir definieren den prozentualen Fehler eines ErgebniSsdslgendermassereg bezeichnet das
exakte Ergebnis):

|Er — Eg|
Fopp = —
pr Ee

Ein Schiller erhalt.8- 10*° als Resultat seiner Berechnungen. Er rundet es und sci36itt0®
hin. Wie gross ist

a) der absolute Fehler (Differenz) ?~ 14044 b) der prozentuale Fehler ? ~ p5.89%]
Wie gross ist der prozentuale Fehler, wenn ein Resuwdtat v

a) 1087 auf 10° gerundet wird ?
b) 10*9 auf 1¢#® gerundet wird ?
c) 107495 auf 164 gerundet wird ?

[~ 99.53% ~ 12.20% ~ 10.87%]



