2.2 Funktionen 2.Grades

(Thema aus dem Bereich Analysis)

Inhaltsverzeichnis
1 Definition einer Funktion 2.Grades.
2 Der Parametera

3 Die Verschiebung des Graphen
3.1 Die Verschiebung des GraphernyiRichtung . . . . .. ... .. ... ... .. .....
3.2 Die Verschiebung des GrapherxiRRichtung . . . . . . ... .. ... ... .......

3.3 Die Verschiebung eines Grapherxirundy-Richtung . . . . . .. . ... .. ... ....
4 Die Umkehrfunktion
5 Extremwertaufgaben

6 gemischte Ubungen

10



Funktionen 2.Grades 10.07.2007 Theorie und Ubungen 2

1 Definition einer Funktion 2.Grades.

Bei einer Funktion 2.Grades soll sicher efhivorkommem. Eirx muss nicht zwangslaufig vorkommen.
Sowohl die Zahlen vor den? undx als auch die blosse Zahl kénnen beliebige Werte annehmeZ attil
vor demx? soll einfach nicht 0 sein, weil sonst der Quadratterm wéigfaiir legen also fest:

Definition 1 Eine Funktion heisst Funktion 2.Grades, wenn ihre Vorschrift durch Termumformungen auf
folgende Form gebracht werden kann:

Zwei Bemerkungen:

e Die Vorschrift ist in deMormalform .
e Eine Funktion 2.Grades wird oft aucjuadratische Funktion genannt.

e a,bundcnennen wiParameter.

Die Funktionsgraphen sehen folgendermassen aus:
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Erste Beobachtungen
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Ubungen

1. Entscheide, ob eine Funktion 2.Grades vorliegt. Falldgan bestimme die Paramegeb undc.
a) f:R—R,f(x)=—-05%+4x—4 b) f:R-R,f(X)=x3+4x—4
c) F:R-R,f(X)=(x—1)2+4x—4—x2 d f:R->R f(x)=—x—1

2. Zeichne die Graphen der folgenden Funktionen und bestinanach durch Ablesen den Scheitel-
punkt und sdmtliche Nullstellen.

a) f:R-R, f(x)=x2—4 [S(0] —4),Ny = (—2/0),N2 = (20)]
b) f:R—R, f(x)=x2+2x—3 [S(—1/ — 4).Ny = (~3/0), N = (1/0)]
c) f:R—=R,f(x)=-—x2+3x-2 [S(1.5/0.25), Ny = (1/0),Nz = (2|0)]

3. Berechne (d.h. ohne zeichnerische Hilfe) bei der Funktiox) = x> — 2x— 15 die Nullstellen, den
Schnittpunkt mit dey-Achse und den Scheitelpunkt. Ny[= (-3/0),N; = (5/0),S,(0,-15),S= (1| — 16)]

4. Entscheide, ob eine Funktion 2.Grades vorliegt. Falldgan bestimme die Paramegeb undc.
a) f:R—R,f(x)=33+2x b) f:R—R,f(X)=x2+2x+4
c) f:R—R,f(X)=(x+2)2+2x-5 d f:R=R,f(x)=—-x+1

5. Die Parabel mit der Gleichuryg= x?+bx+c geht durch die Punkte(3|5) undQ = (7|10). Berechne
die Parametelo undc. [b=—8.75c=2225)]

6. Ein Kugelsttsser stosst eine Kugel. Die Flugbahn der Kidgst sich mit dem folgenden Gesetz
beschreiben:

1
H(X) = —3—5x2 40.5x+ 1.5, x:Stelle am Boderi (x): Hohe der Kugel.

a) An welcher Stelle erreichte die Kugel die maximale Hohe welche Hohe erreichte die Kugel
an dieser Stelle ? [8.75m 3.69m|

b) Wie weit wurde die Kugel gestossen ? [20.11m]

7. Gegeben ist die Funktion 2.Gradb&) = —x? 4+ 2x+ 3. Fir welche Werte vom gilt: f(x) > 1 ?
[L=[-0.73,2.73]

8. Wieviele Punkte brauchen wir, bis eine Parabel vollsibdstimmt ist ?

2 Der Parametera

Frage: Welchen Einfluss hat der Paramedeauf den Grafen ?

Weg: Wir nehmen die Vorschrift einer Funktion 2.Grades und setzei ihr fur den Parametex ver-
schiedene Werte ein.
Dieses Vorgehen machen wir unbewusst auch im Alltag. Wenn wir z.B. wisskenwevelche Wirkung z.B. Salz auf eine Sauce hat, dann &ndern wir

nur die Menge des Salzes. Wenn ich drei Zutaten gleichzeitig &ndere, weiss ich weichte Wutat den Geschmack wie verandert hat.
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0.2x+0.5x+3 o

-6 -4 -2
Antwort:

Ubung

—0.2+0.5x+3

9. Ordne die Funktionsgraphen den entsprechenden Fuekt@irades zu und begriinde Deine Zu-

ordnung ! Zur Auswabhl stehen die folgenden Funktionsvaiiieh:

a) f(x)=x*+3

d) f(x)=3x>—-5x

b) f(x)=x?
e) f(x)=23x?+5x

c) f(x)=—x2
) f(x) = -2 +4x
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3 Die Verschiebung des Graphen

3.1 Die Verschiebung des Graphen iy-Richtung

Einen Graphen kénnen wir nach oben oder nach unten versehigtnlem wir einfach eine bestimmte Zahl
dazu- oder abzahlen. Wenn eine Funktionsvorschrift gagetbeind ich zu ihr 5 dazuzahle, dann wird der
Graph der neuen Vorschrift an jeder Stelle um 5 hdher seibedlder alten Vorschrift. Zwei Beispiele:

f1(X) = X2, f2(x) =x2+2 g1(X) = 3%, g2(X) = 3x> — 3
6 . . : B 6 .
4 €1 H 4 .
2 —+4 —_+4
1 1 1 1 1 1 1 1
42 2 4 4 2 2 4
B
4L

Merke:

3.2 Die Verschiebung des Graphen ix-Richtung

Wir haben gesehen, wie wir einen Graphen nach oben oder maeh uerschieben kdnnen, aber nicht
wie wir ihn nach links oder rechts verschieben kdnnen. Wirlgn uns Uberlegen: Ich nehme fiir x eine
beliebige Zahl, z.B. 5. Wenn ich den Graphen um 3 Einheitarh machts verschieben will, dann ziehe
ich einfach gleich wieder 3 ab. Ich erhalte bei 5 dann den &ongwert, den ich eigentlich bei 2 erhalten
hétte.

f1(X) = %2, f2(X) = (x—2)? g1(X) = X°+X,02(X) = (x+3)2+ (x+3)
61 6
41 4
2 4 2

1 1 1 1 1 1 1 1

4 -2 2 4 6 -4 -2 2
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Merke:

3.3 Die Verschiebung eines Graphen in- und y-Richtung

Bisher wurde der Graph entweder in die horizontale oderarvditikale Richtung verschoben. Es ist auch
eine Kombination der beiden Richtungen méglich. Ich nehoma Beispiel die Funktiom?. Ich kann den
Graphen zuerst um 2.5 Einheiten nach rechts verschig¢ker2.5)2. Dann kann ich den Graphen noch um
4.5 Einheiten nach oben verschiebén:- 2.5)? 4 4.5. Der Graph wurde insgesamt um 2.5 Einheiten nach
rechts und um 4.5 Einheiten nach oben verschoben. Dies séhdautlich auf der unteren Grafik.

f1(X) = X2, f2(X) = (x—2.5)2, f3(x) = (x—2.5)2+4.5

Wir kénnen nun den Scheitelpunkt des Graphen bestimmenx?Beir der Scheitelpunkt it0|0). Nach der
Rechtsverschiebung war er (8.5|0). Danach wurde der Graph um 4.5 Einheiten nach oben verschobe
der Scheitelpunkt war dann {i2.5/4.5).

Wir definieren eine Funktion 2.Grades noch auf eine 2.Art:

Definition 2 Eine Funktion heisst Funktion 2.Grades, wenn sie durch Termumformungen auf folgende
Form (Scheitel punktsform) gebracht werden kann:

Ubungen

10. Gegeben ist die Funktioi{x) = 2x?. Andere die Vorschrift so ab, dass der Graph um
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) 3 Einheiten nach oben verschoben wird. b) 3 Einheiten lalch verschoben wird.
¢) 3 Einheiten nach rechts verschoben wird. d) 3 Einheiteh naten verschoben wird.
e) 2 Einheiten nach rechts und 4 Einheiten nach oben versoheind.

f) 3 Einheiten nach links und 2 Einheiten nach unten versehafird.

Gegeben ist die Funktioi(x) = x2 + 3x— 4. Andere die Vorschrift so ab, dass der Graph um

a) 3 Einheiten nach oben verschoben wird. b) 3 Einheiten hakt verschoben wird.
¢) 3 Einheiten nach rechts verschoben wird. d) 3 Einheiteh naten verschoben wird.
e) 2 Einheiten nach rechts und 4 Einheiten nach oben versohaiod.

f) 3 Einheiten nach links und 2 Einheiten nach unten versehatird.

Bestimme den Scheitelpunkt der folgenden quadratisEbeaktionen.

a) f:R-R,f(x)=(x+2)2%-5
b) f:R—R,f(x)=(x—3)2+1

Gib eine quadratische Funktion an, deren Scheitelgankt

a) (3|5) liegt. b) (—2|—4) liegt.

Gib eine Funktionsvorschrift an, deren Parabel

a) diey-Achse an der Stelle 4 schneidet. b) nach oben gedéffnet ist.

c) genau 1 Nullstelle hat. d) 2 Nullstellen hat.

e) keine Nullstellen hat. f) den Scheitelpur« (3|4) hat.

Gegeben ist der Graph der FunktibnR — R, f(x) = x> + 3x— 4. Der Graph wird nun gespiegelt.
Wie lautet die neue Vorschrift, wenn wir den Graphen

a) an dex-Achse spiegeln ? [~(x+15)%2+6.25]
b) an dery-Achse spiegeln ? [(x—1.5)2—6.25]
¢) am Scheitelpunkt spiegeln ? [-(x+15)2-6.25]

Die Parabey = —x? +4x+ 5 wird zuerst um 180gedreht und danach so verschoben, dass der
Scheitelpunkt ir5= (6/6) liegt. Wie lautet die Gleichung der neuen Parabel ?

Bestimme die Gleichung= a(x— u)?+ v einer Parabel so, dass sie den Scheitelp8ak{(2|4) hat
und durch den Punl®(3| —7) geht. [y=-11x—2)%2+4]

Gib eine Funktion 2.Grades an, deren Funktionsgraph naten geéffnet ist und deren Scheitel-
punktin (2| —4) liegt.

Die Umkehrfunktion

——
A
—

Gegeben ist die Funktion 2.Grades

f:R—R,f(x)=x>+4x+1.Den \ 2 /
Graphen sehen wir auf der rechten
Abbildung. Wir stellen uns nun die \
Frage, ob diese Funktion umkehr- - 4\ -
bar ist: YA

N
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e 1.Kriterium: Werden die Elemente aus der Bildmenge nur elrgetroffen ?— nein. z.B. istf (—4) =
1, aber auch (0) = 1. Die 1 (und noch viele andere) wird zweimal getroffen.

e 2 Kriterium: Werden alle Elemente aus der Bildmenge g&trof? — nein. z.B. wird die -4 nie
getroffen.

Zuerst wollen wir die Funktion so verandern, dass das leKui erfillt ist:

Damit keine Elemente zweimal getroffen wer-
den, nehmen wir den linken Parabelast weg. Dies
geschieht indem wir die Definitionsmenge ein-
schrénken. Wir setzen fir nur noch die Werte 2
rechts vom Scheitelpunkt ein (dazu deWert des [
Scheitelpunktes). Wir erhalten: | | |

Auf der nebenstehenden Abbildung kénnen wir
sehen, dass der linke Ast verschwunden ist.

-4
Nun wollen wir auch noch das 2.Kriterium erfillen. Wir missdle Elemente entfernen, die nicht getrof-
fen werden. Das sind aber genau diejenigen, die unterhalisdeeitelpunktes liegen. Ubrig bleiben die
folgenden Elemente: Nach der Anderung von Definitions- uitdhBenge ist die Funktion nun umkehrbar.

Wir missen jetzt nur noch die Funktionsvorschrift der Untkefiktion berechnen:

o F(X)=X0+4x+1=y=x"+4x+1
o X —4x—1+y=0=x=—(yyT3+2) undxe=y+3-2
o Ti(y)=—vy+3-2undfa(y) = y+3-2

Wir haben zwei Vorschriften, und es stellt sich nun die Frageche wir nehmen missen.

e Fir die Funktionf gilt: f(0) = 1. Die Umkehrfunktion dreht das ganze um, d.h. wenn wir letins
zen, missen wir 0 erhalten.

o i(1)=—vI+3-2=-2-2=-4
o H(1)=vIt3-2=0

Somit ist also die zweite Vorschrift die Umkehrfunktion fidenrechten Parabelast, flr den wir uns ent-
schieden haben. Wir kdnnen die Umkehrfunktion nun notieren

Ubungen

19. Gegeben ist die Funktioh: R — R, f(x) = x°.
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a) Andere Definitions- und Bildmenge so ab, dass die Funktiokehrbar wird.p = [0,0), B = [0,c0)]

b) Bestimme die Vorschrift der Umkehrfunktion. [

c) Gib die Umkehrfunktion vollstéandig an (mit DefinitionsadiBildmenge). : [0,») — [0,»), T(y) = \/]
20. Gegeben ist die Funktioh: R — R, f(x) = x> — 4.

a) Andere Definitions- und Bildmenge so ab, dass die Funktiokehrbar wird.p = [0,c), B = [4, )]

b) Bestimme die Vorschrift der Umkehrfunktion. [vy+4]

c) Gib die Umkehrfunktion vollstandig an (mit DefinitionsadiBildmenge).{ : [-4,») — [0,»), T(y) = /y+ 4]
21. Gegeben ist die Funktigh: R — R, f(x) = x? +3x— 4.

a) Andere Definitions- und Bildmenge so ab, dass die Funktiokehrbar wird.
[D = [_0'75700)7 B= [—6125 00)]

b) Bestimme die Vorschrift der Umkehrfunktion. fBr49-3]
c) Gib die Umkehrfunktion vollstandig an (mit DefinitionsadiBildmenge). T : [-0.75,%),[-6.125 «), f(y) = ~/¥4%3]

5 Extremwertaufgaben

Eine Anwendung fur Funktionen 2.Grades sind die Extremauggaben. Es wird dabei ein maximaler oder
minimaler Wert gesucht.

Ein Beispiel:

Ubungen

22. Die Summe zweier positiver Zahlen sei 9. Bestimme darutiejenigen Zahlen, deren Produkt am
grossten ist. [45und 4.5

23. Die Summe aller Kanten einer quadratischen Saule (Quailejuadratischer Grundflache) misst
24.cm. Berechne die Kanten so, dass die Oberflache maxindl wir [a=b=c=2cm]
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24.

25.

Ein Zaun von 50m L&nge soll einen rechteckigen Platzadezine Mauer grenzt, auf drei Seiten
begrenzen. Welchen Flacheninhalt kann der Platz maxinterh@ B125n?]

Eine ebene 400 m-Bahn soll so angelegt werden, dassnsiteehteck mit zwei angesetzten Halb-
kreisen begrenzt. Wie gross muss der Radissin und wie lang ist ein gerades Stiick zwischen den

Kurven, wenn
a) das Rechteck maximalen Flacheninhalt haben soll ? 100m31.83n
b) das ganze Oval maximalen Flacheninhalt haben soll ? 0m,68.66n

6 gemischte Ubungen

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Ein Kugelstosser stosst eine Kugel. Auf dem untenstigreraphen sehen wir die Flugbahn der
Kurve (x-Achse: Weite am Boden in ny;Achse: Hohe in m). Folgende Punkte des Graphen sind

dabei bekannt?;(0|2), P»(7|4.8) undP;(10|5.1).

2 4 6 8 10 12 14 - 16 18 20

a) Beschreibe den Verlauf der Kugel mit einer Funktion. f(x)[= —0.03¢% 4-0.61x+ 2]
b) Berechne, wie weit die Kugel gestossen wurde. 2321
c) Welches war die grésste Hohe (exakt), die von der Kugelaht wurde ? g.120m|

Bei den folgenden Beispielen wurde die Funktionsvoiiajeandert. Bei welcher Anderung wird
dabei der Funktionsgraph um 5 Einheiten nach rechts velbsth®

a) Xwird zu X—5 b) A wird zu 3(x+5)

c) 3xwird zu 3(x—5) d) 3xwird zu X+5

Die Parabey = 3(x— 2)? 49 wird

a) an der Geradex= 5 gespiegelt. b) an der Geradga- 5 gespiegelt.
c) am Punki5|5) gespiegelt.

Gib jeweils die Gleichung der neuen Parabel in der Normaifan.

Bei den folgenden Beispielen wurde die Funktionsvoiiajeandert. Bei welcher Anderung wird
dabei der Funktionsgraph um 5 Einheiten nach links verseméb

a) 24 3xwird zu 2@ +3x—5 b) 3 wird zu 3(x+5)?—6
c) 24 3xwird zu 2x+5)?+3(x+5) +6 d) Xwird zu X+5

Eine Funktion 2-ten Grades hat die Nullstellenxei 3 undx = —5. Dazu geht der Graph durch
den Punk{2| — 7). Berechne die Paramet&tb undc. [a=1,b=2undc=-15]
Ein Kino hat bei einem Eintrittspreis von Fr.12 durchsttich 240 Besucherlnnen. Wiirde man den

Eintrittspreis um Fr. 1.-,2.-,3.-,usw. erhdhen, so gingeBesucherzahl um 10,20,30,usw. Personen
zuriick. Bei welchem Eintrittspreis sind die Einnahmen afisgten ?
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32. (Zusatz) Mit einem Faden der Langesoll der Umfang eines Kreissektors gebildet werden. Fir
welchen Radius wird die Sektorflache maximal und wie grassaen der Zentriwinkel ?

33. (Zusatz) Finde den Scheitelpunkt der Funktiai) = 2x° 4+ 3x + 4 mit Hilfe von quadratischer
Ergéanzung.

34. (Zusatz) Finde den Scheitelpunkt der allgemeinen Fomit Gradesf (x) = ax? 4 bx+c.



