1.7 Stereometrie
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1 Repetition

1.1 Der Satz von Pythagoras
Der Satz von Pythagoras gilt nur bei rechtwinkligen Dregstic ist die Hypothenuse):
a?+b%=c?
1. Berechne bei einem gleichseitigen Dreieck die Hiobed den Flacheninhad(, wenn

a) die Seitenlanga des Dreiecks 10cm betragt.
b) die Seitenlange betragt.

1.2 Die Trigonometrischen Funktionen

Wir haben drei trigonometrische Funktionen kennengel@inicos und tan). Dabei gilt:

GK
Sin(d) = W
AK
cofa) = o
GK
tar’(d) = m

2. Berechne bei den folgenden rechtwinkligen Dreieckemijlsvdie Ubrigen Seiten und Winkel:

a) a=3cmundp =50 b) b=5cmundp =4C¢

1.3 Masseinheiten

Langeneinheiten Flacheneinheiten Volumeneinheiten
1mm 1mn? 1mm?
lcm=........ mm lenP=......... mm? lenmP=........ mm?3
1dm=........ cm 1dnf = ... cn? 1dnP = ......... cmi= ...
Im= ... dm 1Ml = ... dn? 1M = . dm?®
la=....... m?
lha=........ a
1km=........ m | 1kmP=..... M= ... ha 1kmP = ... m?3
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1.4 Dichte

Die Formel fiir die Dichte lautet:

pz\—/

wobeim fur die Masse steh¥ fiir das Volumen ung fur die Dichte.

3. Welche Dichte hat ein Kérper mit einem Volumen von®3und einer Masse von 300kg ?

4. Welche Masse hat ein Kérper mit einem Volumen von 18 drd einer Dichte von 40 kgim?® ?

2 Der Wiirfel

Ein Wiirfel besitzt 8 Eckpunkte, 12 Kanten von gleicher Lgrdgezu besteht seine Oberflache aus 6 Qua-

draten.

Ubungen

5. Berechne bei einem Wiirfel mit der Kantenlakge 5cm
a) die Flachendiagonate
b) die Raumdiagonal.

6. Berechne bei einem Wiirfel mit der Kantenlakge

a) die Flachendiagonale in Abhéngigkeit vian
b) die Raumdiagonale in Abhéngigkeit vin

7. Wir betrachten einen wurfelférmigen Tisch (Kan-

tenlangek), auf welchem ein quadratisches Tisch-
tuch liegt, dessen Ecken genau in die Mittelpunkte
der 4 Seitenflachen fallen. Wie gross ist der Fla-
cheninhalt des Tischtuches ?
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8. Nun wird der Wirfel aus der Aufgabe 5 samt dem Tischtuchyesdhnitten und in ein Wirfelnetz
zerlegt. Die urspriingliche Deckflache mit dem Tischtucim&th wie vor grau eingefarbt. Wo aber
befinden sich nun die vier dreieckigen Tischtuch-Eckteilée®hne diese in den nachstehenden
Wirfelnetzen an der richtigen Stelle und in der richtigegé.ain.

N N

9. Einen Wiirfel der Kantenlande= 8 cm kann man
in schiefe Pyramiden zerteilen. Eine solche schie- :
fe Pyramide ist im nebenstehenden Wiirfel einge- \

zeichnet.

a) Berechne die Summeéder acht Kanten die-
ser Pyramide (Zusatz: bei allgemeiner Kan-
tenlangek).

b) Wie gross ist die Oberflachheeiner solchen
schiefen Pyramide in unserem Wdurfel (Zu-
satz: bei allgemeiner Kantenlank?

10. Stelle Dir in unserem Wirfel eine gerade Pyrami-
de vor, und zwar so, dass eine der Seitenflachen
des Wiirfels ihre Grundflache bildet und dass ihre
Spitze im Wurfelzentrum liegt. Zeichne eine sol-
che Pyramide in den untenstehenden Wiirfel mog-
lichst anschaulich und farbig hinein. Beachte da-
bei, dass man die Lage des Wiurfelzentrums kon-
struieren kann, indem man die Raumdiagonalen
im Wirfel zeichnet. Welches Volumew besitzt
eine solche Pyramide in einem Wiirfel der Kan-
tenlangek ?

11. Welche Masse hat ein Bleiwrfel (Diche= 11.34 kg/ dm®) mitk=10cm ?
12. Welchen Winkel

a) a bilden in einem Wiirfel Raumdiagonale und Wurfelkante ?
b) B bilden Raumdiagonale und Seitendiagonale ?
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3 Der Quader

Ein Quader besitzt 8 Eckpunkte und 12 Kanten. Seine Obedlbesteht aus 6 Rechtecken, wobei je zwei
Rechtecke kongruent sind. Der Quader wird charakteridigcth die Langé, die Breiteb und die Hoheh.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

...............................

Fulle folgende Tabelle aus (die Masse beziehen sichiaeii €uader):

a b c V (@]

42cm| 55m | 25dm

7.8cm | 1.5cm 35.1cn?

25cm | 3.6dm | 31L5dn?

2.4dm | 0.40m 25.6dnt

6.0dm | 216dn? | 228dnf

1.0cm 2.0cnm® | 10.0cn?

Ein Quader hat folgende Mass$e: 5¢cm b = 8cm undc = 6 cm. Berechne seine Raumdiagorale
Ein Quader habe eine Lange von 12cm, eine Breite von 8 cheime Hohe von 4cm.

a) Wieviele Wirfel mit einer Kantenlange von 1cm kénnte nradiesem Quader unterbringen ?
b) Wieviele Wiirfel mit einer Kantenlange von 2cm kénnte madiesem Quader unterbringen ?

Ein quaderférmiger Blechbehalter mit= 32 cm,b = 15cm undc = 41 cm ist oben offen und besteht
aus 1 mm starkem Stahlblech (Diclpte- 7.8 kg/dm3). Berechne:

a) Wieviel Liter Wasser fasst der Behalter ?
b) Wie lang ist eine Raumdiagonale ?
c) Wie gross ist die Masse des Behalters ?

Ein Granitquader, der.Bm lang und je 90cm breit und hoch ist, wird so ausgeholt, dasden
Seiten und unten eine 15cm dicke Wand stehen bleibt. Welchgs&lhat der Hohlkorper, wenn
Granit die Dichte Bg/cm® besitzt ?
a) Die drei Quader auf der linken Seite sind gleich
hoch, doch ist Lange und Breite bei jedem Qua-
der umk% kleiner als beim darunter liegend--

Bestimmek so, dass die drei Quader 7/12 i i
Volumens des umschliessenden Quaders | /@——7 fad - Sl
zen.
f ” I
b) Die beiden Quader auf der rechten Seite - —_—
gleich breit, jedoch sind Lange und Hohe b
oberen Quader urk% kleiner als beim untere
Quader. Bestimmek so, dass die beiden Qua
85% des Volumens des umschliessenden Qua-

ders besitzen.
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4 Das Prisma

4.1 Wasistein Prisma ?

Beispiele von Prismen:

Bemerkung:

e Quader und Wiirfel sind Spezialfalle des Prismas.

e Z.B. ist die Schachtel einer Tobleroneschokolade ein Rrism

Prismen sind Kdrper, die man sich durch Verschieben einglgetks im Raum entstanden denken kann. Es
besteht aus 2 kongruenten Vielecken (Grundflachen) underehParallelogrammen als Seitenflachen.
Der Abstand der Grundflachen heisst die Hohe des PrismaSeitenflachen bilden seinen Mantel.

Kurz ein paar Vielecke:

Zuerst ein paar Vielecke bei denen jede Kante gleich larigesigelmassige Vielecke):

R

regelmassiges 3-Eckregelmassiges 4-Eckregelméssiges 5-Eckregelmassiges 6-Eck

Ein paar weitere Vielecke, die aber keine regelméassigeletke sind:

ANAYAIS

3-Eck 4-Eck 5-Eck 8-Eck
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4.2 Die Volumenformel flr das Prisma

Die Volumenformel fiir ein Prisma mit der GrundflacBaind der Hohéh ist uns bekannt:

V=G-h

Die Formel kann folgendermassen begriindet werden:

e 1.Begriindung: Wir kénnen das Prisma so zerschneiden, daasiswden entstandenen Teilen einen
Quader mit der Grundflach& und der Hohén zusammenbasteln kdnnen.

e 2.Begriindung: Wir kbnnen uns das Prisma annéhernd als 8tape| Karten vorstellen, wobei eine
Karte kongruent zur Grundflach@ ist. Je diinner die Karten sind, umso besser kann das Prisma
angenahert werden.
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Ubungen

19. Ein senkrechtes Prisma mit der Hdhe 10cm hat gleichseitige Dreiecke mit der Seitenlaage
8cm als Grundseiten. Berechne das Volumen dieses Prismas.

20. Die chinesische Mauer ist 3460km lang, ihr Querschnitt
ist ein durchschnittlich 8m hohes Trapez, das oben 6m
und unten A m breit ist.

a) Welches Volumen hat die Mauer ?
! b) Wie hoch kénnte man mit dem zu Staub zermahle-
! nen Baumaterial der Mauer die Schweiz bedecken,

it deren Flache ca. 42000 Rrbetragt ?

21. Der Giebel eines Hauses ist ein gleichschenkliges Ekaigt 8.0m langer Grundseite undsm
Hohe. Die Héhe vom Erdboden bis zur Grundseite des Giehetke betragt 2 m, die Lange des
Hauses betragt 10m.

a) Wie gross ist das Volumen des Hauses ?
b) Was kostet das Dach, wenn % Bachflache 235Fr kostet ?

22. Berechne die Masse des Buchstabens M (1 H. = 2cm),
wenn er

a) massiv ist und aus Aluminium der Dichte
2.70g/ cn® besteht.

b) innen hohlist und aus Stahlblech der Dick&dmm
und der Dichte B0g/cm® besteht.

23. Ein senkrechtes Prisma mit der Hdhe 10cm hat gleichseitige Dreiecke mit der Seitenlaage
10cm als Grundseiten.
e Auf die Grundseiten wird ein gleichseitiges

Dreieck mit der Seitenlange= 5cm einge
zeichnet, wobei die Seiten parallel zu der v
springlichen Seiten sind (2.Figur).
e Auf zwei Mantelflachen (Quadrate) wird
ein Quadrat mit der Seitenlange 10/3 eir

zeichnet, dessen Seiten parallel zu dene
Mantelflache sind (3.Figur) und der Abst:
zum Rand des Prismas immer gleich ist.
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5 Die Pyramide

5.1 Die Definition einer Pyramide

Verbindet man die Ecken eines ebenen Vielecks mit einemtPmksserhalb des Vielecks, so erhalt man
eine Pyramide mit der SpitZ& Zwei Beispiele:

Ein Spezialfall stellt die n-seitige, regelméssige Pyderdar. Ihre Grundflache besteht aus einem regel-
massigen n-Eck, ihre Spitze liegt Uber dem Mittelpunkteas-Ecks. Zwei Beispiele:

5.2 Das Volumen einer Pyramide

Die Herleitung der Volumenformel fur eine Pyramide ist zietmaufwendig und kompliziert, weshalb wir
nicht naher darauf eingehen. Sie lautet:

G-h
V=—_—_

Ubungen

24. Berechne den Rauminh¥lteiner Pyramide mi6é = 12.2cn? undh = 3.8cm. [15.45¢n7]
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25.

26.

27.

28.

6

Berechne fir eine Pyramide die fehlende der drei GrdSsarundV.
a) V=345cm,h=7.9mm [131cn?] b) V =0.24n?,G=1.72dnf [419dn]

Berechne flr eine regelmassige vierseitige PyramideleniHéheh = 3.0cm und der Grundkante
a=4.0cm die folgenden Grdssen:

a) Die Grundflach&. [16¢n?]
b) Das VolumerV. [16¢n?]
c) Die Mantelflachev. [28.84cn?]
d) Die Oberflach®. [44.84cn?)

Berechne fir eine regelmassige dreiseitige PyramitldeniHéheh = 3.0cm und der Grundkante
a=4.0cm die folgenden Grdssen:

a) Die Grundflach&. [6.93¢cn?]
b) Das VolumerV. [6.93cn?]
c) Die Hbheh; einer Seitenflache. [3.46cm]
d) Die Mantelflachév. [20.78cn?]
e) Die Oberflach®. [27.71cn7]

Eine der beriihmtesten Pyramiden (gebaut 2530
v.Chr.) ist die Cheopspyramide. Ihre urspringli-
che Hohe betrug 145m, die Lange einer Grund-
seite der (anndhernd) quadratischen Grundflache
betrug ca. 230m.

a) Berechne ihr Volumen, wenn die vorhande-
nen Hohlrdume nicht bertcksichtigt werden.

[258000014]
b) Wie viele Kalksteinblécke mit dem Volumen
1.1m® benétigte man ? 2B450000 4]
Der Zylinder

Zylinder sind Korper, die man sich durch Verschieben eingsigés im Raum entstanden denken kann.
Erfolgt die Verschiebung senkrecht zum Kreis, erhalteneimen geraden (oder senkrechten) Zylinder.
Die Begriffe Grundflache, Mantel und Héhe haben die ent¢pede Bedeutung wie beim Prisma und der
Pyramide.

Die Volumenformel fur den geraden Zylinder ist offensiaildie Grundflache multipliziert mit der Hohe.
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Das Volumen des schiefen Zylinders berechnen wir mit ein€tha@dungsverfahren. Wir kbnnen uns den
Zylinder als ein regelmassiges Prisma mit ,sehr vielen ‘#ckorstellen.

Weiter kdnnen wir dann auf die bereits vorhandene Volumenébfir das Prisma zurlickgreifen, wo die
Grundflache mit der Hohe multipliziert wird.

Die Grundflache beim Zylinder ist die Flache des Kreises raiiRsr, sie betragir?

Fur einen beliebigen Zylinder gilt also:

V =1r?h

Ubungen

29.
30.

31.

32.

33.

Wie gross sind Mantel- und Oberflache eines geradendgigmit Radius ? [M = 2rrh,0 = 2mr (r 4-h)]

Berechne das Voluméf die Mantelflaché/ und die Oberflach® eines senkrechten Zylinders mit
r=35cmundh=5.2cm. V ~ 200cn?,M ~ 11435¢cn?, 0 ~ 19132cn¥]

Eine zylindrische Regentonne hat einen Durchmesse8®am und ist 85cm hoch. Wieviéffasst
die Tonne und wie hoch wéare der Wasserstand beli INe&ser ? 44033t,53.05¢cm|

Eine Rolle Eisendraht mit einer Dichte voi83 g/ cm® hat eine Masse von 13kg. Wie lang ist der
2.4mm dicke Draht ? [380m

Berechne das Volumen und die Oberflache der folgendepakor

5 75
Rohling einer Schraube Rohrstiick

Rohling einer Mutter Lagerblock
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7 Der Kegel

7.1 Die Definition eines Kegels

Verbindet man die Punkte eines Kreises mit einem nicht inkKdeisflache liegenden Punlg so erhalt
man einerKegel mit SpitzeS. H6he, Grundflache und Mantel haben die gleiche Bedeutuadweii den
Prismen. Die Verbindungslinien von den Kreispunkten zukkgelspitze nennen wivantellinien. Ein
Kegel heisssenkrechter Kegel(odergerader Kegel) wenn alle Mantellinien gleich lang sind.

zwei Beispiele

7.2 Das Volumen eines Kegels

Das Volumen eines Kegels kénnen wir wieder mit ei-
nem N&herungsverfahren berechnen. Einen Kegel ist né-
herungsweise eine Pyramide, die ein regelmassiges Viel-
eck mit sehr vielen Ecken als Grundflache hat. Wir kén-
nen also die Volumenformel der Pyramide verwenden:

_G:h

Vv
3

Beim Kegel ist die Grundflach® gerade die Kreisflache,
die sich mitG = r2mtberechnet. Fiir das Volumen des Ke-
gels erhalten wir also:

Tr2h
3
Die Mantelflachévl eines senkrechten Kegels mit Radiusd der Hohda berechnen wir folgendermassen:

V=
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Ubungen
34. Gib eine Formel fiir die Oberflacl@eines senkrechten Kegels mit dem Radiuder Hoheh an.
[o=m(r+ViIZ+12)]

35. Die Angaben in der untenstehenden Tabelle bezieheragickinen geraden Kreiskegel. Berechne
die fehlenden Grossen:

r h s Y G M o)
2.5cm 24cm?
1.8m 3.2m

[r ~3.03cms~3.93cmG ~ 2884cn?,M ~ 37.40cn?,0 ~ 66.24cn?;h =~ 0.94m s~ 2.03m G ~ 10.18 M ~ 1148n?,0 ~ 2166 n7]

36. Ein runder Turm mit 15m Umfang hat eirbn hohes Kegeldach. Bestimme die Flache des Daches
und das Volumen des Dachraumes. [5193n?,38.79n7]

37. Ein kegelférmiger Messbecher mit einer Hohe von 10 ciii0s60I fassen.

a) Welchen Durchmesser muss die ,,Grundflache “des Messkzlchben ? d~1514cm
b) Inwelcher Hohe ist die.@l-Marke anzubringen ? hk 6.67cm|

7.3 Der Kegelstumpf

Wir repetieren kurz die Strahlensétze, weil wir sie nacldrauchen.

Gegeben sind zwei Dreieckg und Az mit gleichen Winkeln, aber unterschiedlich langen Seiten.

G

b az

a B a B
A1 L B1 A B2
C2

Dann gilt:

Wird ein senkrechter (gerader) Kegel parallel zu seinen@fléiche abgeschnitten, dann entsteht ein senk-
rechter (geradeegelstumpf.

Beispiel



Stereometrie

12.03.07 Theorie und Ubungen 14

Frage: Wie gross ist das Volumen eines Kegelstumpfes ?

Uberlegung:
Zwischen den GréssarnR, h undH besteht folgender Zusammenhang:

Ubungen

38.

39.

Berechne die Volumina und Oberflachen der folgenden IKegepfe (Runde Dein Ergebnis auf
zwei Stellen nach dem Komma):

a) R=8.4cmr=32cmh=5cm
b) r=085mh=52cmH =1.2m

Ein Korken (Dichte 4 g/ cn®) hat die Gestalt eines Kegelstumpfes mit 122mmR = 18 mm und
h = 32mm. Welche Masse haben 1000 Sttick ? [m~5.5kg|

[v ~563cn?, 0~ 51673cn?]
[V~ 7.02n?,0 ~ 60.76n?]
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8 Die Kugel

40.

41.

42.

43.

44,

Berechne das Voluméf die Mantelflaché/ und die Oberflach® eines senkrechten Zylinders mit
r=35cmundh=5.2cm.

Eine Plakatséaule ist@ m hoch und hat einen Durchmesser va20In. Wie gross ist die beklebbare
Flache ?

Eine zylindrische Regentonne hat einen DurchmesseB®om und ist 85cm hoch. Wieviéfasst
die Tonne und wie hoch wéare der Wasserstand beli INe&ser ?

Eine Rolle Eisendraht mit einer Dichte voi83 g/ cn?® hat eine Masse von 13kg. Wie lang ist der
2.4mm dicke Draht ?

Berechne das Volumen und die Oberflache der grinen Kérper

5 75
Rohling einer Schraube Rohrstiick

Rohling einer Mutter Lagerblock



