1.6 lineare Optimierung
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1 Lineare Gleichung mit 2 Unbekannten

1.1 Was isteine lineare Gleichung mit 2 Unbekannten ?

Wir betrachten die Gleichung
X+y=2

Diese Gleichung heisst ,lineare Gleichung mit 2 Unbekanfiteinear, weil die beiden Unbekannten den
Exponenten 1 haben. Die 2 Unbekannten sinchdy.

Eine lineare Gleichung mit 2 Unbekannten kdnnen wir allgerfaigendermassen notieren:

ax+hby=c

1.2 Was ist eine Losung einer linearen Gleichung mit 2 Unbekanten ?

Wir haben schon die Gleichung 2 4 geldst. Hier ist 2 eine Losung, weil wenn wir 2 in die Gleiogu
einsetzen, erhalten wir links und rechts das Gleich@24=-4=4.

Bei der Gleichung 2+ y = 4 haben wir nun 2 Unbekannte. Wir missen nunxiimd firy eine Zahl
einsetzen und schauen, ob es links und rechts das Gleidhe gib

e —Xx=1lundy=2.
— Einsetzen: 21+2=4=2+2=4=4=4,
— Wir erhalten links und rechts das Gleiche, somikist 1 undy = 2 eine Losung der Gleichung
(wir schreiben(1; 2)).
e —Xx=2undy=2.
— Einsetzen: 22+ 2=4=4+2=4=6=4.

— Wir erhalten links und rechts nicht das Gleiche, somitkist 2 undy = 2 keine Ldsung der
Gleichung.

1.3 Wie finde ich eine Losung einer linearen Gleichung mit 2 Ubekannten ?

Gegeben ist die Gleichungt 3y = 5. Wir kbnnen nun ganz einfach eine Lésung finden:

e Nimm flrx irgendeinen Wert, z.B. 8.

Setze den Wert in die Gleichung eint8y =5

Lose die Gleichungin 2.) naghauf: 8+-3y=5=3y=-3=y=—1.

Wir haben nun einer- und einery-Wert: x = 8,y = —1. Damit lautet eine L&sung8;—1).



lineare Optimierung 19.01.07 Theorie und Ubungen 3

1.4 Wie sieht die Losungsmenge einer linearen Gleichung mt Unbekannten gra-
phisch aus ?

Gegeben ist die Gleichung 2 4y = 6. Wir berechnen nun 3 Lésungen:

1.L6sung 2.L6sung 3.Ldsung
x-Wert bestimmen x=1 X=2 x=3
Einsetzen: 2-144y=6| 2-24+4y=6 | 2-3+4y=6
Ausrechnen: 24+4y=6 4+4y=06 6+4y=26
nachy auflésen: dy=4 dy=2 =0
nachy auflésen: y=1 y=05 y=0
x- undy-Wert: x=1y=1 | x=2y=05| x=3,y=0
Losung: (1;1) (2;0.5) (3;0)

Wir zeichnen diese drei Werte in ein Koordinatensystem:

Beobachtung

Ubungen

1. Gib ein Beispiel einer Gleichung, die nicht eine lineateiGung mit 2 Unbekannten ist, weil

a) die Anzahl der Unbekannten nicht stimmt.
b) die Linearitat verletzt ist.

2. Bestimme die Werte der Paramedelp undc!

3 Xvy
a) y=4x+5 b) 3=2y-6x C)-=—+=
4 3
3. Stelle die Lésungsmenge graphisch dar !
a) y=4x+5 b) 3=2y—6x o S
Y= - 2-3"6

4. Die Lésungsmengen der folgenden Aufgaben sind Geradeleché/Steigung und welchen Schnitt-
punkt mit dery-Achse haben die Geraden ? Kontrolle zeichnerisch Deintifige

a) y=4x+5 b) 3=2y—6x
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1.5 Die Losung eines lin. Gleichungssystems mit 2 Gleichuag und 2 Unbekann-
ten wird zeichnerisch ermittelt

Wir wollen die Gedanken aus dem oberen Abschnitt Gbertragéain Gleichungssystem.

Beispiel

Lose folgendes Gleichungssystem zeichnerisch ! Uberfyébe Ergebnis durch Einsetzen !

X+y=3
2X+y=4

5. Lose das folgende Gleichungssystem zeichnerisch ! Wiskerdurch Einsetzen ! Wieviele Losungen
kann ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungehzurei Unbekannten haben ?

2x+y=1
X+2y=3

2 Lineare Ungleichung mit 2 Unbekannten
Unter einer linearen Ungleichung mit 2 Unbekannten veestehir eine Ungleichung der Form

ax+by<c

wobei anstatk auch<,> oder> stehen kann.
Es jetzt naturlich wieder um die Frage:
Frage: Wie kann die Lésungmenge einer solchen Ungleichung erdinitezden ?

Wir gehen exemplarisch vor. Wir nehmen obiges Beispiekteen aber das Gleichheitszeichen mit einem
Kleiner-Zeichen. So kdnnen wir auch gleich den ZusammeghkanGleichung aufstellen.
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Beispiel

2Xx+4y < 6

1.L6sung| 2.L6sung| 3.LOsung

x-Wert bestimmen x=1 X=2 x=3
1.Zahlenpaar:
2.Zahlenpaar:
3.Zahlenpaar:

Wir zeichnen diese L6sungen in unterstehendes Koordiagséem ein.

=

Beobachtung:

Ubung

6. Welche Zahlenpaare sind Lésungen der Ungleichumg-11®y < —9 ?
a) (0;0) b) (6;5) c) (5:6)
d) (-1;0) e) (-0.5;0.5) f) (1000;1001)

7. Stelle die Lésungsmenge fiir die untenstehenden Glegenibdngleichungen grafisch dar. Benutze
fur (a) die Farbe Rot, fir (b) die Farbe blau und fiir (c) diedeéa®rin.
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a) y=x+1 b) y<x+1 c) y>x+1
8. Stelle die Losungsmenge fiir die folgenden Ungleichurggafisch dar.

a) y<x+1 b) y>3x-1 C) X+3y<x+1
9. Maria fragt ihre Grosseltern nach deren Alter

e Der Grossvater antwortet: Ich bin mindestens fiinfmal savadtDu und mindestens so alt wie
Deine Grossmutter.

o Die Grossmutter antwortet: Ich bin mindestens viermal seve Du. Ich und Dein Grossvater
sind zusammen 150 Jahre alt.

Wie alt sind Grossmutter und Grossvater héchstens ?

3 Lineare Ungleichungssysteme

Der Begriff Ungleichungssystem ist selbsterklarend. Ing&esatz zum Gleichungssystem haben wir nun
Ungleichungen, die alle gleichzeitig erfullt sein mussen.

Beispiel

Stelle die Losungsmenge des folgenden Ungleichungssgsteichnerisch dar.

2xX+y<3
X—y>2

10. Stelle die Losungsmenge der folgenden Ungleichuntasyeszeichnerisch dar.

y < 3x+5 —X+2y<2 x—y+2>0
) < oy b) X—y>3 c) | x—2y—2<0
y y+3>0




lineare Optimierung 19.01.07 Theorie und Ubungen 7

11. FUr zwei natlrliche Zahlenundy gilt: x+y < 10 undx+2 <.

a) Beantworte mit Probieren: Wann nimmt der Temnt2y den grossten Wert an ?
b) Beantworte die Frage aus (a) zeichnerisch

4 Die lineare Optimierung

In diesem Abschnitt werden wir nun Aufgaben I6sen, die epraktischen Bezug haben. Wie der Titel des
Abschnittes sagt, geht es um Optimierung (Ubersetzt ,dageBg Unter gegebenen Bedingungen soll der
Gewinn so gross wie moglich sein, die Arbeitskosten so ideslie moglich, die Belastung so niedrig wie
mdglich, usw.

Einfihrungsaufgabe Die Eink&auferin eines Modegeschéfts bestellt bei einenms&randler Mantel und

Jacken. Es sollen zwischen 20 und 100 Méantel und zwischem8@R0 Jacken sein. Der Einkaufspreis
liegt fur einen Mantel bei 200 Fr und flr eine Jacke bei 16@Er. Einkauferin stehen 32000 Fr zur Verfi-
gung. Sie nimmt an, dass beim Verkauf eines Mantels 150 Fbamd Verkauf einer Jacke 100 Fr Gewinn
erzielt werden. Wieviele Mantel und Jacken kauft sie eingimen mdglichst hohen Gewinn zu erzielen ?
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12. Eine Raffinerie bezieht Erddl von zwei LieferfirmenundLs,. Sie kann héchstens 50Brddl am
Tag verarbeiten. Aufgrund langfristiger Liefervertragass sie vorL; taglich 5@, von L, taglich
80t abnehmenl; undL, kénnen jedoch taglich nicht mehr als 4@w. 20Q liefern. Der Gewinn
bei der Verarbeitung vont Erdél belauft sich auf 40 Fr bzw. 50 Fr bei den beiden Sorten.

a) Bei welchen Verarbeitungsmengen wird der Gewinn maximal

b) Wie missten die Verarbeitungsmengen gewahlt werdem weie Sorten gleichviel Gewinn
abwerfen (Es soll wiederum der Gewinn maximal werden) ?

13. Ein Betrieb stellt zwei verschiedene ProduktandY her. Fir die Anfertigung von einem Stk
bendtigt man 5h und verbraucht Material im Wert von 5 Fr,Ytbendtigt man 6h und verbraucht
Material im Wert von 06 Fr. Der Finanzplan erlaubt es, taglich bis zu 1500 Fr furévlat auszuge-
ben. Aus technischen Griinden kénnen Yohdchstens 550 Stiick pro Tag produziert werden. Die
Lagerkapazitat erlaubt es nicht, dass die Gesamtproduitio X undY 800 Stiick Uberschreitet.
Nun bringt das ProdukX pro Stiick einen Gewinn von 8 FY, hingegen nur 5Fr. Welche Stiick-

zahlen vonX undY soll der Fabrikant pro Tag herstellen lassen, damit seini@emaximal wird
?

14. Ein Baustoffhandler beliefert eine Baustelle mit KdllSack wiegt 35kg) und Zement (1 Sack wiegt
50kg). Sein LKW kann héchstens Baden. Die Baustelle braucht mindestens halb und héchstens
doppelt so viel Zement wie Kalk.

a) Fureinen gelieferten Sack Kalk erhélt der Handler 2 Frefiien gelieferten Sack Zement 4 Fr.

Wie muss der LKW beladen werden, damit die Lieferung einegliokist hohen Gewinn abwirft
?

b) Wie muss der LKW beladen werden, damit mdglichst vielekB&@mnsportiert werden ?

15. Ein Landwirt besitzt 100 ha Land. Einen Teil will er mit #@affeln bepflanzen, einen anderen mit
Getreide. Ausserdem sind die folgenden Informationenlgege

Kartoffeln Getreide zur Verfliigung

Anbaukosten in Geldeinheiten proha 10 20 1100
Arbeitszeit in Zeiteinheiten pro ha 1 4 160
Ertrag pro ha 400 1200

Wie muss der Landwirt den Anbau organisieren, um einen roligfligrossen Ertrag zu erzielen ?

16. Die Mitglieder einer Expedition benétigen fur den gepdan Funkverkehr Batterien. Die beiden
Sorten A und B kommen daftir in Frage. Die Menge der Batteried mun nach verschiedenen Ge-
sichtspunkten eingeschrankt: Der verfugbare Raum fiur dieeBen ist 7 Liter, das Gesamtgewicht
ist auf 8kg zu beschranken, dazu sollen die Kosten 12 Eimmeicht Gberschreiten. Die Hersteller
machen folgende Angaben tber die beiden Typen:

Fur eine Batterie TypA TypB
Volumen in Liter 1 1
Gewichtin kg 2 1
Preis in Einheiten 4 1
Betriebsdauer in Tagen 8 3

Wieviel von jeder Sorte mussen die Mitglieder mit auf die Edjtion nehmen, wenn die Gesamtbe-
triebsdauer méglichst gross sein soll ?

17. Eine Kosmetikfirma produziert zwei Sorten Badetle A unddgles Badedl wird aus drei Zwischen-
produkten zusammengesetzt, die von drei AutomateA, und Az hergestellt werden. Die Tabelle
zeigt die Einsatzzeiten fur jeden Automaten (Jeder Autdmah taglich héchstens 6 Stunden be-
nutzt werden).
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Automat Zeit pro Liter Badedl Zeit pro Liter Badedl

in Min. von A in Min. von B
Aq 4.5 3
Ao 4 4
Az 1.5 6

Wieviel Liter von A und B wird man téglich herstellen, wenrr d@ewinn pro Liter 15Fr bei A und
20Fr bei B betragt und der Gesamtgewinn maximal sein soll ?



