Thema aus dem Bereich Analysis -
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1 Checkliste

Die folgenden Fertigkeiten solltest Du am Schluss des &giprworben haben. Beachte, dass es sich
nur um die Bausteine handelt, mit denen Du alles |6sen kabBmstHandhabung der Bausteine erfordert
intensive Beschaftigung mit den Ubungen.

¢ Ich kenne die Begriffe Definitionsmenge, Bildmenge, Fumksivorschrift, Argument und Funkti-
onswert.

Ich weiss, was ein Funktionsgraph ist und wie ich ihn zeichenn.

Ich weiss, was eine Wertetabelle ist.

e Ich kenne die Definition einer Funktion 1.Grades.

Ich weiss, welche Bedeutung die Parametemdn haben.

Ich kann eine durch zwei Punkte festgelegte Gerade mit Eimektion 1.Grades beschreiben.

Ich kann den Steigungswinkel einer Geraden bestimmen.

2 Einfuhrung in den Funktionsbegriff

Wir haben zwei Mengen, eine ,Ausgangsmend@efinitionsmenge D und eine ,Zielmenge ‘Bildmenge
B). Wir ordnen nun jedem Element der Ausgangsmenge genaul@inet aus der Bildmenge zu. Dies
geschieht mit der sogenannten Funktionsvorsch(ii. Ein konkretes Beispiel:

Die Definitionsmenge und die Bildmenge sind die natirlicEahlenN. Die Funktionsvorschrift lautet
f(x) = 2x, d.h. dem Element 1 wird das Element 2 zugeordnet, dem Elehéas Element 4, usw. Die
Zahl, die furx genommen wird, nennen witrgument. Die Zahl, welche wir erhalten nach dem Einsetzen
in die Vorschrift nennen wiFunktionswert. Z.B. hat das Argument 2 den Funktionswert 4.

Bem 1
In der Bildmenge muss nicht jedes Element getroffen werdgulirfen Elemente (ibrigbleiben.

Weitere Beispiele von Funktionen:

e f:N — N, f(x) =x2 Bei dieser Funktion wird jeder Zahl ihr Quadrat zugeordiégnn wir den
Wert 3 nehmen erhalten wir 9. Mathematisch geschriebg3):= 9.

e f: R — R, f(X) = 2x. Bei dieser Funktion wird wiederum jeder Zahl das Doppeligeordnet.
Beachte hier, dass es einen Unterschied gibt im Vergleichzmnflihrungsbeispiel: Die Definitions-
menge besteht hier neu aus allen reellen Zahlen.
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Ubungen
1. Gegebenist die Menge= {die Menge aller Schiller der Klasse 1aF} und die MeBge{die Menge
aller Jahrgange von 1970-2000}. Die Funktibordnet jedem Schiler seinen Jahrgang zu.

a) Wie lauten Definitions- und Bildmenge ?
b) Wie lautetf(x) (Die Funktionsvorschrift) ?
c) Wie lauten die Funktionwerte von Tiziana und Dominik ?

2. Wir haben eine Funktioh: Z — Z, f(x) = 3x.

a) Was passiert mit einem Element aus der Definitionsmengendie Funktionsvorschrift ange-
wendet wird ?

b) Wie lauten die Funktionswerte, wenn die Argumente 0,1-drglnd ?
3. Wie lautet die Vorschrift (x) ?

a) Der Seitenlange eines Quadrats (in cm) wird der Flaclhealftides Quadrats zugeordnet.
b) Der Kantenlange eines Wiirfels wird das Volumen des Wéidfegeordnet.

c) Dem Durchmesser eines Kreises wird der Umfang des Kreiggsordnet.

d) Einer Zahl wird das Funffache der Quadratwurzel diesét Zageordnet.

e) Einer Zahl wird ihr Kehrwert (z.B. ist von 2 der KehrwerR}lzugeordnet.

3 Der Funktionsgraph und die Wertetabelle

Einer gegebenen Funktion kénnen wir nun einen Graphen naardVir zeichnen die Graphen von zwei
Funktionen, die wir oben schon betrachtet haben:

e f1:N— N, f(x)=2x

e f:R—R,f(X)=2x

Der Graph der Funktioffy wird nun folgendermassen gezeichnet (s. linke Abbildung):

Wir gehen an die Stellg = 1 auf der x-Achse. Wir setzen den Wert 1 in die Funktionsvaniftoein und
erhalten 2. Damit isy = 2 und wir erhalten den Punkt | 2), den wir ins Koordinatensystem einzeichnen
kénnen. Dies machen wir mit jedem Wert der Definitionsmekgezeichnet sich schnell eine Regelmas-
sigkeit ab und wir miissen nicht mehr jeden einzelnen Purrkchaen.

Den Graphen der Funktiofa zeichnen wir mit dem gleichen Vorgehen. Die Definitionsmeshgsteht nun
aber aus allen reellen Zahlen, was sich auf den Graphentiswie wir unten sehen kénnen.
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Auf der linken Seite ist der Funktionsgraph eine Menge votmegiten Punkten. Die Regelmassigkeit
besteht darin, dass sie alle auf der gleichen Geraden lidgdrder rechten Seite ist der Funktionsgraph
eine Gerade (auch eine Menge von Punkten, aber wenn wirialeiehnen, ergibt sich eine Gerade).

Der Graph kann auch mit einé¥ertetabelle gezeichnet werden. Diese wird ausgefillt, danach wer-
den die Punkte eingezeichnet. In der untenstehenden &adetien wir die Wertetabelle der Funktion

f:N—N,f(X)=2x

Ubungen

4. Wir haben eine Funktioh: R — R, f(x) = x+ 3.
a) Liegtder PunkP = (4|6) unterhalb oder oberhalb des Graphen ?

b) Zeichne den Graphen dieser Funktion im Bereieh—2 bisx = 5 und kontrolliere (a) !

5. Zeichne den Graphen der Funktibn R — R, f(x) = |[x—2|. || ist das Betragszeichen, es ist z.B.

|~ 5/ =5 und|3| = 3.

4 \Was ist eine Funktion 1.Grades ?

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einem Beispiel:

Ein Apfelverkaufer hat bei seinem Arbeitsbeginn 20fder Kasse. Fur 1 kg Apfel verlangt er 3Fn der

untenstehenden Tabelle sind ein paar moglich Kassenlgestiimgetragen:

kg verkaufte Apfel

3

5

10

X

Kassenbestand

29

35

50

20+ 3x

Der zugehorige Funktionsgraph sieht folgendermassen aus:
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Fr.

40 + 0O

—20 4+

Wir sehen, dasalle Punkte des Grapheauf einer Linie liegen, wenn die Funktionsvorschrif(x) =
3x+ 20 lautet.

Weitere Beispiele von Funktionen 1.Grades:

Wir kénnten unendlich viele Funktionen aufschreiben. Wisamten nun in einer Zeile alle diese Infor-
mationen verpacken. Wie aber soll das geschehen ? Wir habeeb proportionalen und den umgekehrt
proportionalen Funkionen dieses Problem schon geldstsi#flen dazu sogenannte Parameter zur Verfu-
gung.

Die Zahl vor denk und die hintere Zahl der Funktionsvorschrift kbnnen andaganum schreiben wir dort
die Parameter mundn hin. Die Definition lautet nun:

Definition 1
Eine Funktionf heisst Funktion 1.Grades wenn ihre Vorschrift die Form

Wir verzichten bewusst darauf, Definitions- und BildmenggZulegen, da sie von Fall zu Fall unterschied-
lich sind.

In der obenstehenden Definition sind alle Funktionen 1.&sapkspeichert. Schauen wir nun, wie wir die
oberen Beispiele aus dieser Definition erhalten kénnen.

e m=2undn=—-4: f(x) =2x—4

e m=—6undn=-2: f(x) = —6x—2

e m=05undn=1: f(x) =0.5x+1

e m=1undn=24:f(X) =x+24

Ubungen
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6. Gib ein Beispiel einer Funktion an, die nicht den Grad 1 hat

7. Die PunktA = (—6|?),B= (?|—6),C = (0]?) undD = (?|0) liegen auf dem Graphen der Funktion
f(x) = 3x+ 2. Berechne die fehlenden Koordinaten dieser Punkte.
[A=(~6/-16),B=(-8/3/~6).C=(02).D = (~2/30)]

2
8. Fur die Funktion 1.Gradegx) = §x+n gilt f(—6) = 0. Berechneund f (10). [n=4,f(10) = 108]

9. Fur die Funktion 1.Gradeigx) = mx+ 4 gilt f(5) = 9. Berechnenund f(—5). [m=1,f(-5) = -1]

10. Gegeben ist die Vorschrift(x) = 2x+ 1. Berechne den Schnittpunkt des Graphen mite&chse
und mit dery-Achse. [(-0.5/0),(0]1)]

11. Gegeben ist eine Funktion mit der Vorschfifk) = 3 (konstante Funktion).

a) Liegt eine Funktion 1.Grades vor ? Wenn ja, dann bestimm@atiabelnmundn.
b) Zeichne den Funktionsgraphen vbih

5 Die Steigung einer Geraden

5.1 Die Definition der Steigung

Wir bezeichnen die Steigung einer Geraden mit der Variatnlelm naheliegendsten wére es, einfach den
Steigungswinkel zu nehmen. Dies erweist sich aber als s&chtinstig im Zusammenhang mit Funktionen.
Darum wahlen wir eine andere Art, um die Steigung anzugeben:

1. Wir wahlen einen Punkt auf dem Graphen.

2. wir gehen um 1 Einheit nach rechts.

3. wir schauen wieviel wir nach oben oder nach unten gehersenjlaim wieder beim Graphen zu

landen. Das ergibt dann gerade die Steigung.

Anhand von konkreten Beispielen werden die oberen Punitetse@rstandlich:

i
I
2 4
Abb.3 Abb.4

i

I
0 2 4
Abb.1

Die Steigungen werden nun folgendermassen bestimmt:

e Abb.1: Wenn wir 1 Einheit nach rechts gehen, geht es 2 Eieheiach oberss> m= 2.
e Abb.2: Wenn wir 1 Einheit nach rechts gehen, geht es 3 Eieheiaich untess> m= —3.

e Abb.3: Wenn wir 3 Einheiten nach rechts gehen, geht es 2 Earheach obers Wenn wir 1 Einheit
nach rechts gehen, geht es 2/3 Einheiten nach ebem= 2/3.
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e Abb.4: Wenn wir 3 Einheiten nach rechts gehen, geht es 1 Einaeh unten=- Wenn wir 1 Einheit
nach rechts gehen, geht es 1/3 Einheiten nach untem= —1/3.

Um die Steigung zu bestimmen, miissen wir ein geeigritbigungsdreieckzeichnen und dann diédhe
des Dreieckslurch die Lange des Dreieckslividieren.

Fur die Steigung gilt also die folgende Formel:

Hoéhe
m=—
Lange

5.2 Die Berechnung der Steigung aus zwei gegebenen Punkten.

Gegeben sind die zwei Punk®g = (2/3) undP, = (5|5). Welche Steigung hat die Gerade, die durch diese
beiden Punkte geht ?

e Auf der nebenstehenden Abbildung sehen wir das

Steigungsdreieck.
e Wir konnen die H6he des Dreiecks berechnen: 5—‘51
3=2. 5 L 3)
e Wir konnen die Lange des Dreiecks berechnen: 5, A 5-2
2=3.
1
Die Steigung betragt somimn 2
[ ] = —.
gung g 3 1 2 3 45

Nun der allgemeine Fall:

Gegeben sind die zwei Punki®g = (x1|y1) undP, = (x2|y2), wobei giltx, > x1. Welche Steigung hat die
Gerade, die durch diese beiden Punkte geht ?

e Auf der nebenstehenden Abbildung sehen wir das
Steigungsdreieck.

e Wir kdnnen die Hohe des Dreiecks berechnen: 5
i 4 T
e Wir kénnen die Lange des Dreiecks berechnen;.3 //e/x; — X1
Xo — X1. 2
1
e Die Steigung betragt somjtm= Y2~ N .
X2 —X1 1 2 3 45

Ubungen

11. Zeichne eine Gerade mit der Steigung 3 !

12. Bestimme die Steigung bei den abgebildeten 4 Strecken.
[0.8;02;-0.6,—0.4]
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0 2 4
13. Gegeben ist eine Gerade mit der Steigomg 2, die durch den PuniR = (3| — 2) geht.

a) Zeichne den Funktionsgraphen!

b) Berechne den Schnittpunkt der Geraden mitdAchse ! [(4)0)]

c) Berechne den Schnittpunkt der Geraden mitydachse ! [o1-8)]

d) Wie lautet die Funktionsvorschrift ? [f(x)=2x—g]

e) Gib einen weiteren Punkt an, der sich auf dem Funktiopégna befindet (nicht einer, der in
dieser Aufgabe schon vorgekommeniist) ! [(1-8)]

14. Gegeben sind die drei PuniRe= (2|23.6), P, = (10/50) undP; = (50/182). Diese Punkte kdnnen
wir nur schwer in ein Koordinatensystem eintragen.

a) Gibt es einen anderen Weg, um herauszufinden, ob alle uinkiéauf einer Geraden liegen ?
b) Welche Vorschriftmuss ich wahlen, damit der Graph duiekeldrei Punkte geht ?(k) = 3.3x+ 17]

6 Die Bedeutung der Parametemund n.

Betrachten wir noch einmal das Beispiel aus Abschnitt 1s3ag die folgende Funktionsvorschrift vor:
f(x) = 3x+20.
Wenn wir den Graphen dazu betrachten, stellen wir zwei Diage

¢ Die Steigung des Graphen betragt 3. Die Zahl vor deast ebenfalls die 3.
e Der Graph schneidet dieAchse an der Stelle 20. Der zweite Wert der Vorschrift istrédhlls 20.

Es liegt die Vermutung nahe, dass der Paranmatdie Steigung angibt und der Paramdiaten Schnitt-
punkt mit dery-Achse. Bei der nachfolgenden Ubung kénnen wir unsere Vemugpiiberpriifen:

Ubung

1. Zeichne die Graphen der Funktionén: R — R, f1(x) = x+1,f2 : R — R, fa(x) = x+ 1.5 und
f3: R — R, f3(X) = X+ 4 ins gleiche Koordinatensystem. Was beobachtest Du ?

2. Zeichne die Graphen der FunktionBn R — R, f1(x) = 2x, f : R = R, f2(x) = 3xund f3 : R —
R, f3(x) = 0.5x ins gleiche Koordinatensystem. Was beobachtest Du ?

Die mathematischen Beweise daftir sind nicht schwierig.

Satz 1
Gegeben ist die Vorschrift(x) = mx+n (me€ R\{0},n € R) und der dazugehérige Graph. Dann ent-
spricht die Steigung des Graphen dem Paranmeter
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Bew 1
e Wir berechnen die Koordinaten von zwei Punkten und danaglStéigung zwischen diesen zwei
Punkten.

e f(0)=m-0+n=n= Py =(0ln).
e f()=m-1+n=m+n=P,=(1lm+n).

m+n—n m

Satz 2
Gegeben ist die Vorschrift(x) = mx+n (me€ R\{0},n € R) und der dazugehdrige Graph. Dann ent-
spricht die Schnitth6he des Graphen mit ylékchse dem Parameter

Bew 2

e Der Schnittpunkt mit dey-Achse hat der-Wert 0. Wir missen schauen, welcheiert wir an der
Stelle 0 erhalten.

e f(0)=m-0+n=n=-P=(0}n).

Ubungen

16. Die Geradg geht durch die zwei Punkf® = (—3| —4) undP, = (2|5), . Berechne:

a) Die Funktionsvorschrift, die genau diesen Graphen als Funktionsgraphen hiag H1.8x+1.4]

b) Die Funktionsvorschrifyy, deren Funktionsgraph parallel zu demjenigen Yoist, aber zwei
Koordinateneinheiten weiter oben (Der Abstand zwischem @eraden betrégt 2 Einheiten)!
[f(x) = 1.8x+552]

17. Gegeben sind zwei Funktionérundg, mit f : R — R, f(X) = 3x+2undg: R — R,g(x) = 4x+4.

a) Die Funktionsgraphen vohundg haben genau einen SchnittpuiskFinde ihn!  [-2/-4)]
b) Zeichne die Graphen vahundg und tiberpriife Dein Ergebnis aus a).
18. a) Kannst Du zwei Funktionehund g angeben, wo Du den Schnittpunkt der Funktionsgraphen
direkt ablesen kannst ?
[f(0) = 2x+3,9(x) = 3x+3]
b) Kannst Du zwei Funktionef und g angeben, deren Funktionsgraphen keinen gemeinsamen
Schnittpunkt haben ?
[f(0) = 2x+3,9(x) = 2x+4]
c) Gibtes einen Fall, wo mehr als ein Schnittpunkt vorliegt ?
[f(x) =2x+3,9(x) = 2x+3]

19. Zeichne eine beliebige Gerade und bestimme die Furskttmachrift davon !

7 Text- und 3 weitere Aufgaben

19. Ein Radfahrer fahrt zur Zeiit= 0 mit einer konstanten Geschwindigkeit von 18km/h los. Eio-M
fafahrer fahrt 10min spéater mit einer konstanten Geschwkait von 24km/h los.

a) Nach welcher Zeitdauer (aus der Sicht des Velofahreafgtr sie sich ? 4omin|
b) Stelle die Situation zeichnerisch dar !
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20. Inder Physik gilt das Geset#t) = vp + at. Begriinde nun folgende Aussage:
Wenn der Graph eines v-t-Diagramms parallal zur x-Achse&atn ist die Beschleunigung O.

21. -17.8 Grad Celsius entsprechen 0 Grad Fahrenheit uBd&@&ad Celsius entsprechen 100 Grad
Fahrenheit.

a) In der obigen Situation liegt eine Zuordnung vor. Wir adm Grad Celsiusy Grad Fahren-
heit zu. Diese Zuordnung kdnnen wir mit einer linearen Fiamigvorschrift beschreiben (Dass
sie linear ist, kdnnen wir nicht selber herausfinden, dagégeben). Finde diese Vorschrift.

[f(x) = 1.8x+3204]

b) Wieviel Grad Fahrenheit entsprechen 100 Grad Celsiuse?i@liGrad Celsius entsprechen 70
Grad Fahrenheit ?

[100C£21196°F, 70°F£21.13°C]

c) Beiwieviel Grad Fahrenheit liegt der Gefrierpunkt von3aér (0 Celsius)? $196°F]

d) Stelle eine Funktiog auf, die Temperaturen von Grad Fahrenheit in Grad Celsiugcimet.
[0 = *£5%]

22. Eine Schraubenfeder in in unbelastetem Zustand 8cneitei Belastung mit 5N 11 cm lang. Die
Zuordnung Kraftx — Dehnungy ist dabei linear.

a) Berechne die Zuordnungsvorschrift. [f(x) =0.6x+8]
b) Berechne die Federlange fir 4N. [10.4cn
23. Eine 80cm hohe zylinderféormige Regentonne wird beicplimidssigem Zulauf mit Wasser gefllt.

Nach 3 Minuten steht das Wasser 25cm hoch, nach weiteren @tdfirsteht es 33cm hoch. Wie
lange dauert es, bis die Tonne voll ist ? [16.75miq

24. Gegeben sind die zwei linearen Funktiorigix) = 3x+ 5 und fa(x) = 2x— 4. Berechne den Schnitt-
punkt und die beiden Schnittwinkel der Graphen dieser lpefdmktionen. (-9 -22),8.13°,17187]

25. Die Geradey; geht durch die PunktBy = (1] 1) undP, = (3| 5). Die Geradeg, geht durch die
PunkteP; = (0] 5) undP, = (4] 1). Berechnelen Schnittpunkt der beiden Geraden und prufe danach
zeichnerisch nach. [213)]

26. Gegeben ist eine Funktion 1.Grad¢g) = mx+ n. Berechne den Winkel des Graphen mit ser
Achse ! [a=tan1(m)]

27. *Gegeben sind die zwei Funktionen 1.Grad€s) = myx+ n; und g(X) = mpXx+ ny. Leite eine
Formel fiir den Schnittpunkt her ! [(% %)]



