4.4 Differentialrechnung IV
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Differentialrechnung IV - Extremalprobleme

1 Extremalprobleme ohne Nebenbedingung

1.1 Beispiel

Gesucht ist eine positive reelle Zahl, fir welche die SumoseQuadrat und Kehrwert so klein wie maglich
wird. [x=0.79]
1.2 Ubungen

Wenn nichts anderes steht, sind die Aufgaben ohne TI-NSpireu I6sen !

1. Ein Kugelstosser stdsst eine Kugel. Die Flugbahn der Kligst sich mit dem folgenden Gesetz
beschreiben (wenn der Luftwiderstand vernachléassigt)wird

1
H(x) = 73—5x2 +0.5x+15

a) An welcher Stelle erreichte die Kugel die maximale Hohe welche Hohe erreichte die Kugel
an dieser Stelle ? [x=8.75mH = 3.69m]

b) Wie weit wurde die Kugel gestossen ? [20.11m]
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2. Finde mit Konstruktion heraus: Ein Reiter befindet siclh ssinem Pferd an der Stelle P(0|30). Vor
der Riickkehr zur Ranch R(20]50) mdchte er sein Pferd nochiass fFanken.

50 °R
40 +
30 &P
20 +
10 +

~204
~-304
—40-+
~50 4+

a) Finde mit Konstruktion heraus: An welcher Stelle S{.(}PAchse) des Flusses muss er das Pferd
tranken, damit der Gesamtweg PSR so kurz wie méglich wird ?

b) mit TI-NSpire: Beantworte die Frage der Teilaufgabe a)Berechnung. (7.5/0)]

3. mit TI-NSpire: Ein Mann geht mit seinem Hund spazieren wirft von der Stelle (0]|0) aus den Ball
ins Wasser an die Stelld0|30) (das Koordinatensystem ist in Metern skaliert). Der Hunthteaun
von (0]|0) aus zuerst am Ufer entlang und springt dann ins &kla&a welcher Stelle muss der Hund
(Geschwindigkeit auf dem Land:®m/s, Geschwindigkeit im Wasser: 9l m/s) ins Wasser springen,
um moglichst schnell beim Ball zu sein ? [(5.690)]

m

—10 -5 > Stranc} 0
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2

4. Die Anzahl TeilnehmeT an einem Velorennen hangt wie folgt von der Einschreibelgepib:

T(p) =500—4p

Dazu kommen Fixkosten von 4000 Fr. und 20 Fr. Unkosten priodiemner.

a) Wie hoch ist der Gewinn, wenn die EinschreibegebulkirS0etragt ? $000 Fr]

b) Bei wievielen Teilnehmern wird der Gewinn maximal sein ®\Woch ist dann der Gewinn ?
[210 Teilnehmer,7025 Ar.

c) Mit TI-NSpire: Wie hoch missen die Einschreibegebihrémdestens sein, damit ein positiver

Gewinn erzielt wird (gerundet auf den nachsthdheren Franke [B1Fr]
d) Mit TI-NSpire: Wieviel durfen die Einschreibegebuhreichstens betragen, damit noch ein po-
sitiver Gewinn erzielt wird (abgerundet auf den nachstief Franken) ? 14 Fr)

Bei einem quadratischen Stiick Karton sollen an den Eciegikongruente Quadrate herausgeschnit-

ten werden. Die Figur kann danach zu einer Schachtel gevedtelen (die oben offen ist). Bestimme

die Seitenlange der Quadrate, wenn das Volumen der Schawotamal werden soll, wenn

a) die Seitenldnge des Kartons 12cm betragt. [2cm]
b) die Seitenlange des Kartons a betragt. [a/6]

Extremalprobleme mit Nebenbedingungen

2.1 Beispiel aus der Algebra

Zerlege die Zahl 144 so in zwei Summanden, dass Ihr Produglioh8t gross wird.
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Ubungen

6. Gesucht sind zwei positive Zahlen, deren Summe 6 und dien®&uder Kehrwerte extremal wird.
[x=3y=3]
7. Wenn eine Autovermietungsfirma fur einen Mietwagen eiRezis von 300F/Tag verlangt, kann sie

100 Autos vermieten. Wenn sie die Automiete pro Tag um 30ktskann sie 5 Autos mehr vermieten,
bei weiteren 30F Senkung werden wiederum 5 Autos mehr vésiniesw.

a) Wieviel Miete muss die Firma verlangen, damit die Gesamé&hmen pro Tag moglichst hoch
sind ? (4507
b) Wie hoch waren in dem Fall die Tageseinnahmen ? 3375pH

2.2 Beispiel aus der ebenen Geometrie

Die Vorderansicht eines Torbogens ist ein Rechteck mitesédtytem Halbkreis. Der Umfang des Torbogens
betragt 10m. Wie sind die HoHe(entspricht der Hohe des Rechtecks) und der Radaiswahlen, damit
das Rechteck den maximalen Flacheninhalt besitzt ?
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Ubungen

8. Ein neuer Sportplatz mit einer 4@0angen Laufbahn soll angelegt werden.

Der Innenraum, der aus einem Rechteck mit zwei angesetatkigisen besteht, soll so bemessen
sein,

a) dass der gesamte Innenraum den grésstmdglichen Flablaériekommt.
b) dass das Rechteck den grosstmoglichen Flacheninhaltrivek

= 200/m,1 = 0]
[ =100mr =3183n]
(mit dem TI-NSpire) In ein gleichseitiges Dreieck rait= 6 cm kann man Rechtecke so einzeichnen,

dass eine Seite auf der Grundseite des Dreiecks liegt unigbdigen beiden Ecken auf den anderen
beiden Dreiecksseiten. Welches dieser Rechtecke besitgrédssten Flacheninhalt{3cmy = 2.60cn

10. (mit dem TI-Spire) In ein gleichseitiges Dreieftfs mit a = 10cmwird ein gleichschenkliges Drei-
eck Ageeh SO eingezeichnet, dass die Spitze Vigjgy, auf die Mitte einer Seite vodgs zu liegen
kommt. Die beiden anderen Eckpunkte liegen auf je eineeSaitf der nicht die Spitze liegt) von

Ag. Berechne die Masse des gleichschenkligen Dreiecks, degrdssten Flacheninhalt besitzt.
[c=5.00cmy=4.33cn]
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11. Bei einer Extremwertaufgabe sind die Hdhend der Radius einer Figur variabel, wahrend der
FlacheninhaltA, der sich au$ undr berechnen lassst, extremal werden soll. Welche der folyend
Funktionen eignen sich als Zielfunktion bzw. Nebenbedittg@

Eine Funktion, die der Héhleden Radius zuordnet.

Eine Funktion, die der Hohleden Flacheninhal zuordnet.
Eine Funktion, die dem Radiusden FlacheninhalA zuordnet.
Eine Funktion, die dem Radiugdie Hoheh zuordnet.

2.3 Beispiel aus der Koordinatengeometrie

Gegeben ist die Geradg y = 0.75x+ 6.25. Bestimme jenen Punky € g, der vom Ursprung die kleinst-
mdgliche Entfernung hat !
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Ubungen

12. Dem von der-Achse sowie den Geraden: 2x—Yy =0 undg; : 3x+y—30= 0 gebildeten Dreieck ist
ein Rechteck mit dem grosstmdglichen Flacheninhalt eiegcireiben. Bestimme die 4 Ecken dieses
Rechtecks. [A(3/0),B(8/0),C(8/6),D(3/6)]

13. (mitdem TI-NSpire) Durch den PurRt= (4| 2) soll eine Geradg so gelegt werden, dass das mit den
Koordinatenachsen gebildete Dreieck den kleinstmogtidhbalt hat. In welchem Punkt schneidgt

die x-Achse und wie lautet die Gleichung vgr? [(8]0),y = —0.5x+4]

14. Die Punktd®> = (6]0) undQ = (—60) sind die Ecken eines gleichschenkligen Trapezes. Die ander
beiden Ecken R und S liegen auf der Parabel mit der Gleiclyuag-0.25x% + 9. Man berechne
die Koordinaten von R und S fur den Fall, dass das Trapez PQ&&malen Flacheninhalt hat !

[R(—2/8).5(2/8))]

o
o
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2.4 Beispiel aus der rAumlichen Geometrie

In einer Schokoladenfabrik sollen die Pralinen in Schdohi@ben geschlossen) mit quadratischer Grund-
flache verpackt werden. Dabei soll die Schachtel eine Olslilion 108n? haben. Welche Kantenldngen

hat diejenige Schachtel mit dem gréssten Volumen ?

Ubungen

15. (mit TI-NSpire) Welche Masse (in cm) besitzt der Zylindedssten Rauminhalts, der in einen Kegel
mit dem Grundkreisdurchmesgke 10 cm und ebenso langen Mantellinien passt 2[2.89cmrz = 3.33¢n]

16. (mit TI-NSpire) Wie gross sind die Masse (H6he, Radies)wblumenméssig grossten Zylinders, den
man in eine Kugelr=30cm) einbeschreiben kann ? h={34.64cmrz =24.49¢cn]
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3 Hinweise zu den Aufgaben

7. NB:y= —6x+900 (Funktion 1.Grades, x: Anzahl vermietete Autos, y: Eligto Autoc)

8. Fura)und b): NB: 406- 2| 4 2mr

X/2

3
9. Strahlensatz liefert die NBH: = ﬁ/

10. Strahlensatz liefert die NB (5:halbe Seitenlange, H#ldes gleichseitigen Dreiecks, h:Hohe des

5 X
gleichschenkligen Dreiecksﬁ =h

12. Hinweis:g; ist an der Stelle gleich hoch wieg, an der Stellex.

1o
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13. Hinweis:=z =
2

Ald12)

14. Hinweis: Es gilty(x1) = y(x2)

P

e — — L

i
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e

15. Skizze wie bei A9: Strahlensatz liefert die Nix (HOhe des Kegelkz:Hohe des Zylindersz:Radius

des Zylinders)'5 -z
he  hc—hz

16. Pythagoras



