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1 Zufallsgrossen

Wie wir bereits gelernt haben, kann man bei einem Zufallweh auf verschiedene Gesichtspunkte (Merk-
male) achten. Nehmen wir als Beispiel dem Zufallsversuehdbm zwei Wirfel geworfen werden.

e Wir achten auf die Summe der beiden Augenzahlen.

e Wir achten auf das Produkt der beiden Augenzahlen.

e Wir schauen, welcher Wiirfel die grossere Augenzahl hat.

Es ist mihsam, innerhalb einer Aufgabe immer ganze Satzaisatireiben wie P(die Summe der beiden
Augenzahlen)=... . Deshalb kommen hier wieder einmal Syenins Spiel. Einem Gesichtspunkt ordnen
wir eine Zufallsgrosse (auch Zufallsvariable) zu. Wir maccllas bei den oberen Gesichtspunkten:

e X1: Wir achten auf die Summe der beiden Augenzahlen.

e Xo: Wir achten auf das Produkt der beiden Augenzahlen.

e X3: Wir schauen, welcher Wiirfel die gréssere Augenzahl hat uedyvoss sie ist.
Die Notation wird jetzt deutlich vereinfacht:

e Die Summe der beiden Augenzahlen ist:8X; = 8
e Das Produkt der beiden Augenzahlen ist:7X; = 6

e Die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der beiden Augderdi ist— P(X; = 11) = ...

Ubungen

1. Gib an, welche Werte bei der folgenden Zufallsgrosseetaft konnen.

a) X:Augensumme beim dreifachen Wiirfeln.
b) X: Anzahl der Wirfe mit Augenzahl 6 beim dreifachen Wirfeln.
c) X:Anzahl der Wappen beim flinffachen Miinzwurf.

2. Betrachte die Zufallsgrésseé Augensumme beim zweifachen Wirfeln. Beschreibe folgendege
nisse mit Hilfe der Zufallsgréssé. Die Augensumme ist

a) hochstens gleich 9 b) grossergleich 6 aber kleinerglEich
3. Ein fairer Wurfel wird einmal geworfen. Es gelté: geworfene Augenzahl. Berechne
a) P(X=2) b) P(X<3)
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2 Der Erwartungswert

Einflhrungsaufgabe 1 ,Noten*

Ein Schiler hat bei 10 gleichschweren Priifungen die folgerdbten geschrieben:

Note 1/15/2|25|3|35[|4|45|5|55]|6
Haufigkeit 1| 2 |5| 2

Er schreibt nun noch eine elfte Prifung, die wiederum gleatiwer ist wie die vorderen zehn. Welche Note
ist zu erwarten ?

Einflhrungsaufgabe 2 ,Chuck-a-luck"

Bei dem Wiirfelspiel Chuck-a-luéksetzt der Spieler auf eine der Zahlen 1 bis 6. Danach wirftrer d
Wirfel. Enthalt der Wurf die gesetzte Zahl 1-,2-,3-mal, saéirder Spieler das 1fache, 2fache, 3fache
seines Einsatzes (z.B. 1$) und seinen Einsatz zurlick. Afalisrverliert er seinen Einsatz an die Bank.

e Spiele dieses Spiel 30 Mal und notiere den Wurf in der unédresiden TabelleXt Anzahl Treffer der
gewahlten Zahl). Wieviel gewinnst/verlierst Du im Schipitd Spiel ?

e Kann das Ergebnis der obigen Frage auch rechnerisch dimigielen ?

1to chuck = werfen, luck = Gliick. Das Gliicksspiel ,Chuck-aktkommt aus den USA; in England nennt man es ,crown and
anchor*
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Die Zahl, die den durchschnittlichen Gewinn/Verlust praebpngibt, nennen wiErwartungswert. Diese
Zahl muss nicht zwangslaufig einen Gewinn oder Verlust diest, z.B. ware es beim Wiurfeln einfach die
durchschnittlich geworfene Augenzahl.

Definition 1 Gegeben sei eine Zufallsgrésse X mit den Ergebniggey, ..., an. Dann ist der Erwartungs-
wert dieser Zufallsgrésse definiert mitk) = u = wi - P(wi) + ap - P(ap) + ... + wn - P(an)

Beispiele

e Ein fairer Wirfel mit den Augenzahlen von 1-6 wird geworfeh; geworfene AugenzahE(X) =
11+%.2+3-3+%-4+%.5+3.6=35

e Ein fairer Wurfel mit den Augenzahlen 1,2,4,5,5,6 wird gefeorX : geworfene Augenzahk (X) =
2 1+%.2+3-4+2.5+%-6=383

Ubungen

4. Aund B vereinbaren ein Wurfelspiel mit zwei Wirfeln. Fallgwdestens ein Wirfel die Augenzahl 5
oder 6 zeigt, zahlt B an A 1Fr, sonst zahlt A an B 1Fr. Ist dieg éaire Spielregel ? ngin|

5. In einer Lotterie gewinnt man mit 5% der Lose 10 Fr, mit 108% &nd mit 20%21 Fr. Der Veranstalter
will ohne Verlust auskommen, aber auch keinen Gewinn emidlieviel missen die Lose kosten ?
[1.20 F]

6. Eine Videothek leiht von Freitag zu Montag verbilligt €afilme aus. 12% der ausleihenden Jugend-
lichen (bis 21 Jahre) nehmen nur einen Film mit, 37% zwei €jlA6% drei Filme und der Rest sogar
4 Filme.

a) Berechne den durchschnittlichen Videokonsum pro Woshe®. p.44 Filmd

b) Aufgrund der Preisgestaltung verdient die Videothekdmi Ausleihe einer Kassette 2.40 Fr.,
bei zwei Kassetten 2.20 Fr., bei drei Kassetten 2 Fr. undikeikassetten 1.80 Fr. (jeweils pro
Kassette). Berechne den durchschnittlichen Gewinn beneidugendlichen pro Wochenende.

[5.04F1

7. Ein Hersteller von Kaubonbons legt in jedes 5.PackcheeneGutschein fir den kostenlosen Bezug
eines weiteren Packchens mit diesen Kaubonbons.

a) Jemand kauft nun ein Packchen. Stelle diese Situatiorimém Baumdiagramm dar. Beachte,
dass in diesem Packchen ein Gutschein sein kann und man dimhesn neues Packchen er-
halt. Nimm an, dass in dieser Aufgabe jemand nach 5 Gutsehéiain weiteres Péckchen mehr
nimmt.

b) Wir definieren die Zufallsgréss&Anzahl Gutscheine (Wieder max. 5 Gutscheine,s.(b)).iBest
me den Erwartungswert von [0.25

8. Beieinem Spiel wirfst Du zuerst eine ideale Miinze. Ergahépf, so wirfst Du ein kleines Schwein-
chen aus Kunststoff. Das Schwein landet mit 60% Wahrsdobkdit auf der Seite und Du gewinnst
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1 Franken. Landet das Schwein auf den Beinen (Wahrschielit30%), so gewinnst Du 2 Franken
und landet das Schwein auf dem Rissel (Wahrscheinlich@etf) ,1so gewinnst Du sogar 4 Franken.

Erscheint jedoch Zahl, so ziehst Du hintereinander und @oinécklegen zwei Zettel aus einem Sack.
Im Sack befinden sich sechs Zettel, einer mit Ziffer 0, zweidiffer 1 und drei mit der Ziffer 2 darauf.
Du verlierst nun soviele Franken, wie das Produkt der be#i#farn betragt. Den Baum haben wir
schon einmal gezeichnet, er sieht folgendermassen aus:

e

QKQ/ 05 0.5>@\
0.6 0.3 0.1 @/ 1/6 2/6 3/6 Xa
0.4 0.6 0.20.20.6 0.20404

ONCNONCRONONORC

Wir erhalten folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

X [+1]+2[+]0-1]2] 4
3 3 1 1 1 1 1
PX) | 16176 1 26 1 5 13| 5 | 1o

a) Wie viel wirst Du im Durchschnitt beim Spiel verlieren odgewinnen, wenn Du sehr haufig
spielst? [-0.033Ft]

b) Die Miinze soll so gezinkt werden, dass das Spiel fair wdrH.(der Erwartungswert soll 0 sein).
Mit welcher Wahrscheinlichkeit muss die Miinze Kopf zeigen? [P(Kopf)=0.51,P(Zahl)=0.49
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3 Die Binomialverteilung
Wir betrachten nun eine Zufallsgrosse, die sehr haufig varkb Voraussetzung ist ein Zufallsversuch, der
nur zwei mogliche Ausgénge haben kann.

Definition 2 Ein Zufallsversuch mit genau zwei mdglichen Ergebnissa&ashBernoulli-Versuch.
Bemerkungen

e Diese Ergebnisse werden haufig als Erfolg bzw. Misserfoigpiotinet.

e Ob ein Zufallsversuch ein Bernoulli-Versuch ist, hangt a@taab, auf welchen Gesichtspunkt wir
schauen. Wenn wir beim Wirfeln auf die Augenzahl schauegt, kiein Bernoulli-Versuch vor, wenn
wir dagegen auf gerade/ungerade schauen, liegt einer vor.

Einflhrungsaufgabe:

Munzwurf mit den Ausgéngen Kopf oder Zahl. Die Wahrschehiteit fir Kopf betrage 0.4, die Wahr-
scheinlichkeit fur Zahl betrage 0.6. Die Munze wird 4 mal gefen.

/.\

0.4 0.6 0.4 0.6

g0 RO K R
g R & » &8 & B

0.4 0.6 0.4 0.6 0.4 0.6 0.4 0.6 0.4 0.6 0.4 0.6 0.4 0.6 0.4 0.6

OOOOOOOLOEOEOHHOOOO O

Es seiXk = Anzahl Kopf.

« PO =0) =
o PXc=1)=
o P(X =2) =
o P(Xck=3)=
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Zusatzfrage

e Wie gross isP(Xk = 4), wenn die Miinze 10 mal geworfen wird ?

Satz 1 Ein Bernoulliversuch werde n-Mal durchgefiihrt, wobei diehwgcheinlichkeit fiir einen Erfolg p
betrage. Die Zufallsgrosse X bezeichne die Anzahl Erf@gan gilt:

P(X = k) = (E) (-

Eine solche Zufallsgrosse heiggshomialverteilt, eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung heBisto-
mialverteilung.

Ubungen

9. Ein fairer Wurfel wird 10 mal geworfen. Dabei interessians, ob die Zahl eine 5 oder keine 5 ist.

a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand KHKH5,K5,K5,K5,K5,5 in genau dieser

Reihenfolge wiirfelt ? [0.00025%
b) Wieviele Pfade gibt es, die genau 4 mal eine 5 enthaltempaim obigen Pfad ? 2{q
c) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau 4 mal ®igewurfelt wird ? ¢.054

10. Die Wahrscheinlichkeit fur die Geburt eines Jungen leimes Madchens betragt etwa 0.5. In einem
Krankenhaus werden an einem Tag 12 Kinder geboren. Wie ggiode Wahrscheinlichkeit, dass es
genau 6 Jungen und 6 Madchen sind ? [0.2254

11. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einemefaiVirfel bei 20 Wirfen genau 5 mal die
Augenzahl 3 oder 4 eintritt ? [0.149

12. Ein Schiler hat als Ergebnis seiner Berechnungen fd&gemerm erhalten:
P(X =5) = (152> 0.1°-0.9’

Wie konnte die Aufgabenstellung gelautet haben ?

13. Bei einer Sorte von Werkstlicken betragt der Ausschimis&%. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
wird man in einer Zufallsstichprobe von 20 Stiick wenigeraiehlprodukte finden ? 0p2g

14. Ein Schiler ,I6st* einen Multiple-Choise-Test mit 5Ggen (4 Antwortmdglichkeiten, genau 1 Ant-
wort ist richtig) mit vollstandigem Raten. Ist es wahrsctieher, dass er genau 5 Fragen richtig
beantwortet oder dass er genau 10 Fragen richtig beantWorte [P(5)=0.0049,P(10)=0.0985
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4 Die kumulierte Binomialverteilung

4.1 Die Tabelle im Fundamentum (oder Formeln und Tafeln)

Frage: Ein Munze werde 10 mal geworfen, P(K)=0.4 und P(Z)=Xg: Anzahl Kopf. Wie gross ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass hdochstens 2 mal Kopf auftritt 2Hdmatisch geschrieben:

P(Xc <2) =2

Antwort:

P(Xk <2) =P(X =0)+P(X =1) +P(X = 2) = ()0.4%-0.61%+ ("2 0.4 0.6° + (%) 0.4?- 0.6° = 0.167

Es ist klar, dass dieses Aufsummieren sehr aufwendig wetden. Wenn beispielsweid®(X; < 5) be-
rechnet werden muss, dann hatten 6 Werte berechnet undraufsett werden missen. Aus diesem Grunde
wurden Tabellen erstellt, die uns diese Arbeit abnehmenvilen fiir unser Beispiel die Tabelle selber
erstellen:

k< | PK)
0 | (¥)-04°.06 0.006
1| (190490610 (19).04.06° 0,046
2 | () 04°:06'+(7)-0406°+ () 04?-06° 0.167
3 | (19).04°.0610+(1).04.06+ (1) .042.0.68+ () -0.4%0.67 | 0.382
10 | (19.0.4°.0.60+ (1) .0.41.0.6%+ ...+ (19) -0.420.0.6° 1

In einer Formelsammlung hat es nun mehrere Tabellen.

e Es gibt verschiedene Tabellen wegen der unterschiedlidheahl Durchfiihrungen einen Versuchs.

e Innerhalb einer Tabelle gibt es eine Unterteilung in hartater Richtung wegen den unterschiedli-
chen Wahrscheinlichkeiten fr einen Treffer.

Ubung

15. Wir haben eine Minze, die entweder Kopf oder Zahl zeigt. ZvfallsvariableX ist folgendermassen
definiert: Xk : Anzahl Kopf.

a) Es seP(Kopf) =0.2 bei 10 Wurfen. Bestimme mit dem FoPaXk < 3). [0.879
b) Es seP(Kopf) =1/3 bei 20 Wirfen. Bestimme mit dem FoP&Xx < 7). [0.661]

Wir kommen nun auf Fragestellungen zu sprechen kommenirdagewisse Vorarbeit erfordern, bevor man
die Tabelle einsetzen kann.
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4.2 Es steht> statt <-Das Gegenereignis

Frage: Ein Munze werde 10 mal geworfen, P(K)=0.4 und P(Z)=0(6, Anzahl Kopf.P(Xx > 8) ?

Wir haben das Problem, dasssteht, wir aber nuk nachschauen kénnen. Mit dem Gegenereignis kommen
wir weiter:

Xk > 8 beschreibt folgendes Ereignis:

e 8 mal Kopf
e 9 mal Kopf
e 10 mal Kopf

Das Gegenereignis 2k > 8 sind alle Ergebnisse, die vofx nicht getroffen wurden. Das heisst:

e 0 mal Kopf

1 mal Kopf

2 mal Kopf

3 mal Kopf
e 4 mal Kopf

5 mal Kopf

6 mal Kopf
e 7 mal Kopf

Das Gegenereignis lautet somfk < 7. Jetzt sehen wir die Idee: Beim Gegenereignis dreht sishta
gleichheitszeichen.

e Wir kdnnen also notiereR(Xk > 8) +P(Xk <7) =1
e = P(Xk >8)=1—P(Xk <7)=1-0.988=0.012

Ubung
16. Es liegt ein fairer Wirfel mit den Zahlen von 1-6 vor. Wirblea die Zufallsvariable<;: Anzahl
Einsen
a) Wie gross isP(X; > 10) bei 25 Wirfen ? [0.004

b) Wie gross isP(X; > 5) bei 20 Wurfen ? [0.23]
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4.3 p=0.6lasst sich nicht finden - Der Umformulierungstrick

Es fallt auf, dass die Wahrscheinlichkeiten der Tabellerejks kleiner oder gleich 0.5 sind.

Frage: Ein Miinze werde 10 mal geworfen, P(K)=0.4 und P(Z)=g: Anzahl Kopf, Xz: Anzahl Zahl.
PXz>7)="

Es steht ein>-Zeichen da, wir nehmen also das Gegenereignis:
PXz=27)=1-P(Xz<6)

Problem: Wir finden p = 0.6 in der Tabelle nicht.

Lésung: Wir formulieren die vorgegebene Situatiarm.

Xz > 7 bedeutet:

e 7 mal Zahl und 3 mal Kopf
e 8 mal Zahl und 2 mal Kopf
e 9 mal Zahl und 1 mal Kopf
e 10 mal Zahl und 0 mal Kopf

Dieses Ereignis kann auf zwei Arten formuliert werden:

e Xz > 7 (wie in der Aufgabe)

e Xk < 3 (neue Formulierung)

Mit Hilfe der neuen Formulierung kénnen wir die Aufgabe sbfosen:

P(Xz > 7) = P(Xk < 3) = 0.382

Ubung
17. Esliegt ein fairer Wirfel mit den Zahlen von 1-6 vor. Wiblea die Zufallsvariabl;: Anzahl Wiirfe
mit den Augen 3,4,5 oder 6.
a) Wie gross isP(X; > 13) bei 20 Wurfen ? [0.661]

b) Wie gross isP(X; > 9) bei 25 Wurfen ? [0.999
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4.4 Umformulierung und Gegenereignis in Kombination
Frage: Eine Miinze werde 10 mal geworfen, P(K)=0.4 und P(Z)=8&, Anzahl Kopf, Xz: Anzahl Zahl.
P(Xz < 4) =2
Das Ereignis{z < 4 umfasst:
e 0/1/2/3/4 mal Zahl
e p=0.68sst sich nicht finden. Wir haben gelernt, dass wir in di€geiation umformulieren missen:
P(Xz <4) =P(Xk > 6)
e Nun haben wir ein>, deshalb nehmen wir das GegenereigRigk > 6) = 1—P(Xk < 5)

e Wir kdnnen die gesuchte Wahrscheinlichkeit berechiéiy < 4) = P(Xx >6) =1—P(Xk <5) =
1-0.834=0.166

Ubung

18. Ein Reisnagel wird geworfen. Er kann auf die SeRéS{ = 0.8) oder auf den KopfR(K) = 0.2)
fallen. Gegeben sei die Zufallsvariabde: Anzahl Seite.

a) Berechné(Xs < 8) bei 20 Wrfen. [0]
b) Berechné’(Xs < 7) bei 10 Wrfen. [0.329

4.5 Das Ereignis liegt dazwischen

Frage: Ein Muinze werde 10 mal geworfen, P(K)=0.4 und P(Z)=(g, Anzahl Kopf. Wie gross isP(3 <
Xk <5)?

Wir kbnnen die Situation veranschaulichen:

o o o [ ] [ ] [ ] o o o o [e]

Folgende Wahrscheinlichkeiten kdnnen wir aus der Tabéliesan:
P(Xk <5):
[ J [ J [ J [ J [ J [ J o (o] o (o] o

P(X« <2):

[ ] [ ] [ J o o o o (o] o o o

Mit Hilfe der Zeichnung sehen wir leicht:

P(B< Xk <5) =P(X <5) —P(Xk < 2) =0.834-0.167=0.667
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Ubung

19.

4.6

20.

21.

Ein Miinze P(Z) = 3,P(K) = 2) wird 20 mal geworfen. Es seédk: Anzahl Kopf undXz: Anzahl
Zahl.

a) Wie grossisP(10< Xz < 15)? [0.099
b) Wie grossisP(5< Xz < 15) ? [0.703
c) WiegrossisP(3< Xz <12)? [0.969
d) Wie grossisP(12< Xk < 15)? [0.509

gemischte Ubungen

Ein Rad mit 20 gleich grossen Sektoren (nummeriert vad)lwird 10 mal geworfen. Bestimme mit
Hilfe des Tafelwerks die Wahrscheinlichkeit fur das Erésgn

a) 3 mal Sektor 4. [0.019
b) nie der Sektor 5. [0.599
c) mehr als 2 mal, aber weniger als 5 mal einer der Sektorei &¢r 8. ¢.289
d) 6 mal ein Sektor grosser oder gleich 16. [0.014

Ein Multiple-Choice-Test besteht aus 25 Aufgaben, legieth jeweils nur eine von funf Antworten
richtig ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit beantworteamdurch blosses Raten

a) mehr als 20 Aufgaben richtig ? [0.00d
b) mindestens 10 und hochstens 20 Aufgaben richtig ? 0.017
c) weniger als 10 Aufgaben richtig ? [0.983



