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1 Beschranktes Wachstum und beschrankter Zerfall

Wachstumsprozesse - ob in Natur, Gesellschaft und Wiriselsind beschréankt. Die Schranken ergeben
sich in der Natur z.B. durch Futtervorrate und endliche Insb&ume, in der Wirtschaft durch endliche
Rohstoffe und Ressourcen oder einen nachlassenden BBdach die Schranken des Wachstums ist den
Bestandsfunktionen meist eine Grenze K (Kapazitat) gesditz sie nicht Gbersteigen kénnen. Bei einem
solchen Wachstum handelt es sich beschranktes Wachstum Mit dem folgenden Beispiel wollen wir
herausfinden, wie wir beschranktes Wachstum mathematestthleiben kénnen.

Beispiel 1-beschranktes Wachstum

Es werden 10 Fische in einem Teich ausgesetzt. Man nimmteaiJoterschied zwischen der geschéatzten
Kapazitat K des Teiches (810 Fische) und dem vorhandenaamkesimmt jahrlich um 25% ab. Wie lautet
das Wachstumsgesetz eines Fisches ?

Notieren wir in der Tabelle die Anzahl Fischer fir die ergbaar Jahre:

Jahr 0 1 2 3 4 5
Anzahl
Fische
8O0 S ———
§600‘_H.,‘.. ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, .............................
400 S —
;2.00‘_”.,‘.. ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ..............................
%
2 4 6
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Beispiel 2-beschrankter Zerfall In einem Raum mit der Umgebungstemperatue= 20°C befindet sich
eine Tasse heissen Kaffees mit der anfanglichen Tempé&iatBO°C. Der Kaffee kiuhlt nun ab gemass der
folgenden Tabelle:

Wie lautet das Zerfallsgesetz fiir die Temperatur des Kaffee

Anz. Minuten | O

Temperatur 80

68

58.4

50.7

44.6

39.7

80 A

60 S

40 o S

20 S SERIEEEE SR ................. e
2 4 :
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Allgemein kénnen wir beschranktes Wachstum/beschrarieefall folgendermassen beschreiben:

Ubungen

1. Die Spannungy [Volt] einer 12-\olt-Batterie wahrend des Einschaltvarga im Zeitpunkt [Sekun-
den] lasst sich mit beschréanktem Wachstum beschreiberstEgibei bekannt, dass(0) = 0 und
u(0.1) =2.
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a) Berechne das Wachstumsgesetz.
b) Welches ist die Spannung im Zeitpurkt 0.2 [Sekunden] ? A4 3.67 Vo]
¢) Inwelchem Zeitpunkt betragt die Spannung 6 \Volt ? ~ 0.B8 Sekundeh

2. In einer Fischzucht wird das Wachstum einer Forellenartolgt. Im Mittel ergeben sich folgende
Werte:

Lebenszeit [Monate] 2 4 6 8 10
Lange [cm] 6.6 11.2| 14.7| 17.0| 18.8

a) Trage die Werte in ein Koordinatensystem ein. Was bedbsicbu ?

b) Ermittle mit Hilfe der Wertepaargt| 11.2) und (8| 17.0) eine FunktiorG(t) mit G(t) =K — (K —
G(0))a"), die das Wachstum der Fische beschreibt, wen®id) = 0 annehmend|t) = 2323 23.23.0.85)]

c) Wie gross sind die Fische im Mittel nach einem Jahr ? 20cr
d) Welche durchschnittliche Lange hat eine ausgewachsaedid-? p323cm

3. In einem Raum mit der Umgebungstemperatue 21.7°C befindet sich eine Tasse heissen Kaffees
mit der anfanglichen Temperatur von.78C. Nach 2 Minuten betragt die Temperatur noch 82.6

a) Wie warm ist der Kaffee nach 6 Minuten ? [420%C]
b) Wann betragt die Kaffee-Temperatureg? [t =4.11 min|

4. Die Oberflachentemperatur einer Leiche lasst sich mithésktem Zerfall beschreiben. Nun wird ein
Leichnam mit einer Kdrpertemperatur von.2&8 um Mitternacht bei einer konstanten Umgebungs-
temperatur von 14°C entdeckt. Nach Ablauf von 2 Stunden betragt die TemperasiL@éichnams
23.2°C. Um die Todesursache herauszufinden, muss der Todeszditpestimmt werden. Wann ist
die Person gestorben, wenn man von einer Kdrpertemperatu8%C ausgeht ? ym 22.15 un}

5. Ineiner Stadt gibt es 40’000 Haushalte, von denen sch@szeise jeder funfte fir den Kauf eines neu
auf den Markt gebrachten Haushaltsartikels in Frage koramist damit zu rechnen, dass der Absatz
des Artikels im Laufe der Zeit schwieriger wird, da der Kraisglicher Kaufer und deren Kauflust
abnimmt. Es soll angenommen werden, dass pro Monat jewieilbestimmter, gleich bleibender
Bruchteil der bis dahin noch nicht erreichten HaushalteAlgikel kauft.

a) Inden ersten drei Monaten werden 1700 Stuick des Artilerlsauft. Kann der Hersteller davon
ausgehen, dass innerhalb des ersten Jahres wenigsterst68k0erkauft werden REin, es werden ca. 4900 Stiick ver

b) Wie lange wird es voraussichtlich dauern, bis 80% der agetkommenden Haushalte das neue
Geréat kaufen ? [t=2021m]

2 Logistisches Wachstum

In diesem Abschnitt betrachten wir WachstumsvorgangeAdiangs exponentiell wachsen, danach aber
verlangsamen und schliesslich zum Erliegen kommen. Salohgange kommen natdrlich vor (z.B. Ver-
breitung einer Krankheit, Wachstum eines Baumes, Verbrgieines Gertichts)
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Beispiel

In einer abgelegenen Region mit 10000 Einwohnern sei jeraaraner leichten, aber ansteckenden Grippe
erkrankt. Gemass der folgenden Tabelle verbreitet sicKdiakheit folgendermassen:

Woche | Anz. Kranke

1 2

2 4 10000
3 8

4 16

5 3> 8000
6 64

7 128 6000
8 254

9 502 4000
10 979

11 1862 ~
12 3377 2000
13 5614

14 8076

15 9630 2 6 0 12 14 16
16 9986

Wir beobachten:

Wir wollen nun eine Gesetzmassigkeit herausfinden:
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Woche | Anz. kranke M.| Anz. gesunde M, Neuerk.

14
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Definition 1 Ein Wachstum heisst Logistisches Wachstum mit der Kap&zitdenn gilt:

Haufiger wird mit der untenstehenden Formel gerechnet digrdHerleitung unsere mathematischen Mittel
allerdings nicht ausreichen:

Satz 1 Logistisches Wachstum lasst sich mit folgendem Gesetarésen:

Wir kehren noch einmal zu unserem Einflhrungsbeispielcdutind wenden unsere Formel an:

Ubungen

6. Vier Schiler einer Schule mit 400 Schilern setzen ein Gwritn Umlauf, dass sich logistisch ver-
breitet. Das Gerucht breitet sich anfanglich exponentigdleinem prozentualen Zuwachs von 20%
pro Minute aus. Nach welcher Zeit kennen 380 Schuler dasdaefu f = 40.99 min|

7. Von 6000 isoliert lebenden Menschen (z. B. eines Ind&aerms) infiziert sich eine Person an Grip-
pe. Durch gegenseitige Ansteckung zahlt man nach 5 Wocheit$400 Kranke.

a) Um die Ausbreitung dieser Grippe zu modellieren, geht wmameinem logistischem Wachstum
der Anzahl Erkrankten aus. Was spricht fuir diese Annahme?

b) Bestimme den Funktionsterm. Nach welcher Zeit ist diefteld@er Bewohner krank ? Welche
Bedeutung hat dieser Zeitpunkt fiir die weitere AusbreitdegKrankheit ?
6000

[fV)= 15695 02078

c) Wie gross istin den ersten 2 Monaten die mittlere Zunahmigrkrankten ? rh=547.87]

t = 7.17 Wochef
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8. Eine Fichte ist 10 Jahre nach der Pflanzung etwa 8 m hochweiteren 10 Jahren etwa 13m. Fichten
werden im Durchschnitt etwa 35m hoch.

a) Welche durchschnittliche Hohe ergibt sich daraus fieeB0 Jahre alten Fichtenwald, wenn man
logistisches Wachstum annimmt ? [32¢m

b) Veranschauliche das Wachstum bis zum Alter von 100 JahieHilfe eines Graphen.
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9. Die Handyverbreitung in Finnland hat in den Jahren 199@91den folgenden Verlauf (obere Zeile:
Jahr, untere Zeile: Anzahl Handys) genommen:

1990

1991

1992

1993

1994

1995

1996

1997

1998

1999

257872

319137

386021

489174

675565

1039126

1502003

2162574

2946948

3363589

Die maximale Anzahl Kaufer ist 4700000. Wie lautet das Waghsgesetz, wenn wir von logisti-
schem Wachstum ausgehen ?

[mit B(8): B(t) =

4700000257872
257872-44421280.6566

]




