2.8 Trigonometrische Funktionen

(Thema aus dem Bereich Analysis/Geometrie)
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1 Repetition und Einleitung

Die Sinus-, Cosinus- und Tangensfunktion haben wir bebstglen rechtwinkligen Dreiecken eingefiihrt
(Thema Trigonometrie, ,Dreieckslehre ), allerdings niir Winkel zwischen ®und 90. Es geht in diesem
Skript (unter anderem) darum, diese Funktionen zu erwe#af beliebige Winkel.

Wir haben im 1.Jahr Folgendes gelernt:

Cs

A

B B> Bs

Die Werte der Streckenverhaltnisse

B1C, B BzCz_ Bs3Cs B B4C4_
AC, AGC, AG AC

oder
ABl AB, AB; AB;
B.C; B.,C, BsC; B,

sind von der Lage des Lot&C unabhangig. Sie sind einzig und allein durch die Grosse dekalé o
bestimmt und &ndern sich mit diesem.

Wir kénnen einem Winkesein Verhaltnis zuordnen und umgekehrt einem Verhaltnis darugehoérigen
Winkel. Beachte, dass diese Zuordnweigdeutigist. In der Mathematik benutzt man fiir Zuordnungen den

Begriff Funktion. Weil diese Zuordnung bei Dreiecken geschieht, sprechervavi trigonometrischen
Funktionen.

_ Gegenkathete a

* sin(a) = Hypothenuse ¢
B Ankathete B b

* coda) = Hypothenuse c¢
Gegenkathete a

e tan(a) = 9 =—

Ankathete ~ b
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2 Verhaltnisse beim Kreis mit Radiusr

Wir erweitern unsere Funktionen nun auf beliebige Winkel.

Definition 1 Gegeben sei ein Kreis mit Radius r. Dann definieren wir:

e sin(a) :%/

X

e coJq) = -

;

_Y

e tan(a) = x
Bemerkungen:

e xundy kénnen auch negative Werte annehmen (wenn z.B. der PunkBRJoadranten liegt).

e Wenna z.B. 450 ist, dann machen wir eine Kreisumdrehung und noch 90
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Ubung

1.

2.

3.

4,

Fulle die untenstehende Tabelle aus.

X 9 | 0| 90 | 180 | 270 | 360
sin(x)
cogx)
tan(x)
Lose die einzelnen Teilaufgaben.

a) Welcher Winkel im Bereich 9tbis 180 kommt in die Liicken ?

i) sin(30°) =sin(....) ii) sin(40°) =sin(....)
b) Welcher Winkel im Bereich 270bis 360 kommt in die Licken ?

i) sin(220°) =sin(....) ii) sin(240°) =sin(....)
c) Welcher Winkel im Bereich 36bis 450 kommt in die Licken ?

i) sin(45°) =sin(....) i) sin(30°) =sin(....)
d) Welcher Winkel im Bereich 720bis 810 kommt in die Licken ?

i) sin(45°) =sin(....) i) sin(30°) =sin(....)
e) Welcher Winkel im Bereich 9tbis 360 kommt in die Liicken ?

i) cos(30°) =coq....) i) cos(40°) =coq....)

i) cos(120°) = coqg....) iv) cos(200°) = coqg....)

f) Welcher Winkel im Bereich 360bis 450 kommt in die Licken ?

i) cog45°)=coqg....) i) cos(30°) =coq....)
g) Welcher Winkel im Bereich 720bis 810 kommt in die Lucken ?

i) cog45’)=coqg....) i) cos(30°) =coq....)
h) Welcher Winkel im Bereich 90bis 360 kommt in die Lucken ?

i) tan(3C°) =tan(....) i) tan(40°) =tan(....)

i)y tan(120°) =tan(....) iv) tan(150°) =tan(....)

Uberpriife die folgenden Aussagen fir die Winkel,2Q0° und 220:
a) sinx) = sin(—x) b) cogx)=coq—x)
€) cogXx) = —cog—X) d) sin(x) = —sin(—x)

e) tan(x) = —tan(—x)

Fir welche Winkel zwischerf@nd 360 sind die folgenden Gleichungen erfullt ?

a) sinx)=1 b) sinx)=0
c) cogx)=0 d) cogx)=1
e) tanx)=1

5. Gib die Wertemengen der sin-,cos- und tan-Funktion an.

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen:
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3 Die Graphen der Sinus- und der Cosinusfunktion

Wie zeichnen wir den Graphen einer Funktion ? Wir setzen aampWerte in die Vorschrift ein, berechnen
die y-Werte und zeichnen die Punkte ins Koordinatensystem d@&sd3 Vorgehen funktioniert hier leider
nicht, weil die Funktionvorschrift nicht in der Forfi(x) = 3x? + x ist. Wir brauchten dem undy-Wert des
Punktes, dieses sind aber nur in speziellen Fallen bekainmiden Graphen zu zeichnen, missen wir hier
ein anderes Vorgehen wéahlen.
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Ubungen

6. Gegeben ist die Vorschrift der Sinusfunktion in ihregatheinsten Formf (x) = a- sin(bx+c) +d.
Wir wollen uns bei den folgenden Teilaufgaben den Einflus$deameter auf den Graphen mit Hilfe
des TI-89 Uberlegen.

a) Vergleiche die Graphen der folgenden Vorschriften:

i) sin(x) i) 3sin(x)
i) 0.5sin(x) iv) —2sin(x)
b) Vergleiche die Graphen der folgenden Vorschriften:
i) sin(x) i) sin(3x)
i) sin(0.5x) iv) sin(—2x)
c) Vergleiche die Graphen der folgenden Vorschriften:
i) sin(x) ii) sin(x+90)
i) sin(x—150)
d) Vergleiche die Graphen der folgenden Vorschriften:
i) sin(x) ii) sin(x)+1
i) sin(x)+1.5 iv) sin(x)—2

7. Skizziere die folgenden Graphen, immer ausgehend vosderdfunktion sirx bzw. cox. Einheit
ist das Winkelmass.

a) f:R—=R,f(x)=sin(3x)+1 b) f:R—R,f(x)=2cogx+90°)

4 Berechnung von speziellen trigonometrischen Funktionswerten

In diesem Kapitel geht es darum, spezielle FunktionswegteSihus-, Cosinus- und Tangensfunktion zu
berechnen.

4.1 Der4d5-Winkel

Aufgabe: Berechne sin(45 ohne Taschenrechner !
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4.2 Der30°-Winkel

Aufgabe: Berechne si80°) ohne Taschenrechner !

4.3 Der60°-Winkel

Aufgabe: Berechne sif60°) ohne Taschenrechner !
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8. Berechne ohne Taschenrechner:
a) cog4b’) = b) coq30°) = c) cog60’) =
d) tan45’)= e) tan(30°) = f) tan(60°) =

9. Fur welchex sind die folgenden Gleichungen erfillt ?

a) sinx) = %

Wir kdnnen nun noch eine weitere Tabelle mit Funktionsweder trigonometrischen Funktionen aufstel-

len.

b) sin(x) = ‘f

C) cogx) = \f

OO

30

45°

60

90

sin(x)

cogx)

tan(x)
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5 Der Graph der Tangensfunktion.
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Ubung

10. Zeichne den Graphen der folgenden Funktionen:
a) f:R—R,f(x)=0.5-tanx) b) f:R—=R,f(x)=tan(x+45°)

6 Das Bogenmass

Betrachten wir noch einmal die Abbildung aus dem zweitenchbgt. Die Position des Punktes P auf
dem Bogen kann mit dem Winkel beschrieben werden. Es gibt noch eine andere Mdglichkieitsidh

in gewissen Aufgabenstellungen als einfacher erweistld#e: Wir geben an, wie weit wir auf dem Kreis
gewandert sind, bis wir beim Punkt angelangt sind. In umsdtall (a = 30°):

11. Fdulle die folgende Tabelle aus.
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X —m| 0| m/2| m|3n/2|2n
sin(x)
cogx)
tan(x)

12. Skizziere die Graphen der folgenden Funktionen. Didéditrist das Bogenmass.

a) f:R—R,f(x)=sin(x)
c) f:R—=R,f(x)=tanx)
e) f:R—=>R,f(x)=cogx)+1

b) f:R—=R,f(X)=cogx)
d) f:R—R,f(x)=sin(2x)
f) f:R—=R,f(X)=tanx—mn)

13. Welche Vorschriften gehdren zu den untenstehenderh@ngp
a) f(x)=2-sin(x)
d) f(x)=sin(x)+1

b) f(x)=sin(x+3)
e) f(x)=sin(2x)
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14. Gib die Vorschriften zu den untenstehenden-Graphe

c) f(x)=2-sin(x— %)
f) f(x)=3-sin(3x)
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15. Skizziere die Graphen der folgenden Funktionen im Bhareir < x < 37T

a) f(x)=sin(x)+cogx) b) f(x) = sin(x/3)+ cogx/4)
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2 3
16. Gegeben sei die Funktidnmit der Vorschriftf (x) = 3cos<2x+ 271)

a) Furwelchex-Werte gilt: f(x) =0 ?
b) Fir welchex-Werte istf (x) maximal ?
¢) Fur welchex-Werte istf(x) minimal ?

2 3
17. Gegeben sei die Funktidnmit der Vorschriftf (x) = ésin <2x+ 27'[)

a) Furwelchex-Werte gilt: f(x) =0 ?
b) Fir welchex-Werte istf (x) maximal ?
c) Fur welchex-Werte istf(x) minimal ?

7 Noch einmal die allgemeine Sinusfunktion

Frage: Kdnnen wir aufgrund der Funktionsvorschrift den Grapheravesagen ?

Antwort: Aufgrund der bisherigen Aufgaben missen wir die Frage niie@ntworten. Allerdings wurden
die ,heiklen Falle “bisher vermieden. Betrachten wir faige Sinusfunktion:

f :R—>R,f(x):sin(2x—g)

Der Graph sieht folgendermassen aus:

14k
/\ | /\ |
T

E)

Nl

Beobachtung:
e \Vor demx steht eine 2, im Intervall vonr2sind tatsachlich zwei vollstandige Schwingungen enthalte
Auf diese Zahl kénnen wir uns offenbar verlassen.

e Von 2xwird der Wertrt/2 subtrahiert, der Graph wurde allerdings nur oy Einheiten nach rechts
verschoben. Der Wert/2 Iasst sich also nicht direkt auf den Graphen tbertragen.
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Den Grund fur diesen ,Fehler “haben wir schon bei den Funktiokennengelernt. Noch einmal:

Bei welcher Anderung der Vorschrift wird der Graph um 5 Eitdrenach rechts verschoben ?

e 3X— 3x—5

e 3X— 3(x—5)
Die Regel lautet: Ein Graph wird um 5 Einheiten nach rechtsaleben, indem man tberalbdurchx — 5
ersetzt.

Zurtick zu unserer Funktion:

f :R—>R,f(x):sin(2x—7—2T)

Wir brauchen bloss die 2 auszuklammern, damit vor déwmin Faktor mehr steht:
. T
f:R—=R,f(X) _sm{Z(x— Z)}
Jetzt kdnnen wir aus der Vorschrift direkt herauslesen:

Die Funktion sirix) wurde umrt/4-Einheiten nach rechts verschoben, dazu wurde die Boggal&egen
dem Faktor 2 halbiert.

Bei der Funktionf (x) = asin(bx+c) +d = asinb(x+ ¢ ) +d haben die Parametarb, c undd also folgende
Bedeutung:

e a: Hohe des Bogens (Amplitude).

e b: Breite des Bogens, wird berechnet mit 3 oder 21/b.

e c/b: Verschiebung des Graphen wyb Einheiten nach links oder nach rechts.

e d: Verschiebung des Graphen uhktinheiten nach oben oder nach unten.

Ubung
18. Es liege die Funktiorf(x) = acogbx+ c) vor (d = 0). Berechne die Parametarb und ¢, wenn
bekannt ist:
Nullstellen:x = 3m 9m 21m
[ ] u .X—_Z7T,T,...
9t 15m 3911

e Hochste Punktex = — y ist jeweils 5)

ER R
19. Skizziere direkt mit Hilfe der Funktionsvorschrift irolrdinatensystem:

a) sin(3x+ ) b) 2sin(2x— %) c) cos(4x+ 2m)
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8 goniometrische Gleichungen

Goniometrische Gleichungen sind Gleichungen, die mirhsseine trigonometrische Funktion enthalten.

8.1 einfache goniometrische Gleichungen

Beispiel:

Finde alle Losungen der nachfolgenden Gleichungen im Bogss:
) 1
sin(x) = >

Ubung

20. Finde alle Lésungen der nachfolgenden Gleichungen igeBmass:
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1
a) sinXx) = \f b) 2cogx) = >
c) tan2x)=1 d) sin3x) = \f
8.2 goniometrische Gleichungen, die mit der Beziehungan(x) = ;')”S((’;)) geldst wer-
den.
Beispiel:

sin(x) — v3cogx) =0

21. Finde alle Lésungen der nachfolgenden Gleichung im Geag:
a) sinx) = cogx) b) cogx) = /3sin(x)
c) sinx)+tan(x) =0

9 Das Fadenpendel

Wir wollen noch eine Anwendung der trig. Funktionen in dey$tk betrachten. Ein Pendel schwingt hin
und her. Dabei ist die Fadenlange ,gross” im Vergleich zuslaokung. Wenn das der Fall ist, kbnnen wir
diese Pendelbewegung mit der Funktit) = a- cogbt + c) beschreiben. Zwei Ubungen dazu:

Ubungen

22. Das Schwingen eines Fadenpendels kann mit der Funkti@@®oo] — [—2,2],y(t) = 2sin(77-t) mit
[t] = s und[y(t)] = dm beschrieben werden.

a) Zeichne den Graphen dieser Funktion.
b) Wie weit schlagt das Pendel maximal aus ?
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c) Zu welchen Zeitpunkten erreicht das Fadenpendel sei@fstein Punkt ?

d) Wie lange dauert es, bis das Fadenpendel einmal hin urethesingt ?

Beim untenstehenden Graphen ist die Bewegung eines\paldels aufgezeichnet. Wie lautet die
Funktionsgleichung ?

23.

t=0s t=1s t=2s t=3s t=4s
(010) (010) (010) (010) (010)
1 Hauschen sei 2cm breit. Dann kdnnen wir folgende Tabeftellen:
tins 0|1,2|3|4
Abstand zu (0|0)incm 2 | 0| -2 | 0| 2
AuslenkungA
2 9
% % S
1 2 3 4
2+

10 Checkliste

Nachfolgende Checkliste soll einen Uberblick tiber das Tabiaten:

e Ich kenne die wichtigsten Eigenschaften dersinos— und Tangensfunktion.

_>
— Die sin— und cos-Funktionen sindr2Periodisch, die Tangensfunktion istperiodisch.
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— Fur die Sinusfunktion gilt: sifor) = sin(180° — a)(0° < a < 180°) (Symmetrie im Bereich0
bis 180). Diese Symmetrie konnte noch viel umfassender formulierden, fir unsere Berech-
nungen reicht es aber so.

— Fur die Cosinusfunktion gilt: cds') = cog360° — o )(0° < a < 360°) (Symmetrie im Bereich
0° bis 360). Auch diese Symmetrie kénnte noch viel umfassender faertwwerden.

e Ich kann einen Winkel vom Gradmass ins Bogenmass umrechmenragekehrt.
— 2mist der gleiche Winkel wie 360 mit Hilfe dieser Beziehung kdnnen wir alles berechnen.

e Ich kann die Graphen der einfachen Sinus-, Cosinus und Tafhgektion mit Hilfe der wichtigsten
Punkte skizzieren.

_>

— sin,cos : Jeweils die Nullstellen, die h6chsten und tiefsterkRuginzeichnen, dann den Graphen
skizzieren.

— tan: Pole einzeichnen, Nullstellen, Punkte mit dgivert 1 (Winkel, wo der Tangens 1 ergibt)

e Ich kann die Funktionswerte der3(45°- und 60-Winkel berechnen (der sin, cos— und tan—Funktion).

— s. Ubungen

e Ich kenne die Bedeutung der Parameddn,c und d der allgemeinen Sinus- und Cosinusfunktion
(f(x) = asin(bx+c) +d bzw. f (x) = acogbx+c) +d)).

%

— a: Amplitude
— b: 360°/b ergibt die Breite eines Bogens (Beispiele: Wéna 2, dann ist der Bogen 36 =
180 breit, wennb = 1/2, dann ist der Bogen 36(1/2) = 720 breit).

— ¢: kann in der Regel nicht sofort eine Bedeutung zugewieseneme erst musb faktorisiert
werden. Folgendermassef(x) = asin(bx+c) +d = asinb(x+ g) +d. Der Graph wird (im
Vergleich zur Funktiorf (x) = sin(x) ) um § Einheiten nach links oder rechts verschoben.

— d: Verschiebung und Einheiten nach oben oder unten.

e Ich kann den Graphen einer beliebigen-sitos— oder tan-Funktion direkt mit der Vorschrift skiz-
zieren.

%

— Wenn nétig (d.h. wenm nicht alleine steht, z.B.X23x, %x,..), mit der Zahl vor denx faktorisie-
ren, dann gemass obiger Liste den Graphen zeichnen.
e Ich kenne die zwei behandelten Verfahren, um goniometisgleichungen zu lésen.
_>

— Einfacher Fall: Direkt mit der Umkehrfunktion, daraus dieitgren Losungen bestimmen.

— Zweiter Fall: Die Gleichung so dividieren, dass nur noctediigonometrische Funktion vor-
kommt, dann geht die Gleichung in den einfachen Fall Uber.



