2.6 Potenzen

(Thema aus dem Bereichen Algebra)
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1 Einfuhrung in den Begriff der Potenz

Zahlen kdnnen unterschiedlich geschrieben werden. Winéeibis jetzt die Dezimalschreibweise und die
Bruchschreibweise. In der Dezimalschreibweise notiergrzvB. 0.25, wahrend wir in der Bruchschreib-
weise die gleiche Zahl mi% darstellen. Beide Schreibweisen habe ihre Vor- und Ndehted kann z.B.

% : % in der Bruchschreibweise leicht berechnet werden, wahidaslin der Dezimalschreibweise mit mehr

Aufwand verbunden ist. Wir lernen nun noch eine weitere Siblweise fur (geeignete) Zahlen kennen:
Wir schreiben Zahlen als Potenzen. Diese neue Schreibw@jset sich z.B. besonders, um sehr grosse
oder sehr kleine Zahlen darzustellen. Ebenfalls kbnnearen bei entsprechenden Voraussetzungen mit
vergleichsweise wenig Aufwand multipliziert werden.

2 Repetition: Potenzen mit nattrlichen Exponenten

Definition 1 Das Produkt von gleichen Termen wird folgendermassen zusagefasst:

a-a-a-....a=a"
—_———

n—mal

Wir erhalten sofort das erste Potenzgesetz:

Satz1 mne N, ac R. Dann gilt:

a’-am=a""m(N1) ‘

Beweis

e d-a"=a-a-a-...-ra-a-a-a-....-a=a-a-a-....-a-a-a-a-....-a=a"mm

n—mal m-—mal (n+m)—mal

Weiter gilt:

Satz2mne N, n>m, ac R. Dann gilt:

a:a"=a"" (N2 ‘

Beweis
n—mal
———
n
oA am— al a-a~a-a-....-a:aan

“a"  aaa-..a
N——_————

m—mal
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Das dritte Gesetz:

Satz3mne N, ae R. Dann gilt:

(&)™ =a"" (N3) |

Beweis

m-—mal
—_——
o (@M=a"a"a" ... .a'=altntN+..+n_gmn
—

m—mal

Es folgen noch zwei Potenzgesetze zu Potenzen mit gleicksds B

Satz4 ne N, a,b e R. Dann gilt:

b = (ab)" (N4)|

Beweis

e db"=a-a-a-..-ab-b-b-.. b=ab-ab-ab-.. -ab= (ab)"

n—mal n—mal n—ma

Satz5ne N, a,beR. Dann gilt:

’a”:b“:(a:b)n (NS)‘

Beweis
n-mal ]
e ey e ()
n—mal n-mal
Ubungen

1. Schreibe als Potenz der Fogh

a) 22.225— b) al?.ad=

c) XX x= d) (x+1)% (x+1)°=
e) \/g_\/§4,\/§7: f) X+l xll-n

g) 5%:5°= hy v2°0:v2° =

) et = ) (a+b)7:(a+b)=
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[237’ al"":7 XG, (X+ 1)127 56, XI'H~127 537 2177 a, (a+ b)3]

Schreibe als Potenz der Fogh

a) 15.28= b) 0.01%.100¢ =
0 viz'.v3 = d) (\/§+1)4<¢§f1)4:
e) 6:3°= f) v8:v2 =

g) (4abo": (2ac)" =
[30%,10°,63,44 2° 27, (2b)"]
Schreibe als Potenz der Foah
a) (@%)°%= b) (X°)°=
Q) ()Mt d)y (n"n

[a24, 36 x2n+2, nn2]

Schreibe so um, dass im Schlussergebnis nur ein Exponditeine Klammer vorkommt.

a) (-a')’= b) ((-a)%)*=
[7312,612]
Schreibe als Dezimalzahl. Die Varialisteht jeweils fur eine nattrliche Zahl.
a) (-1)-(-1°%(-1°= b) (-1)*
2n
x—1 B
[-1,1,1]

Finde mit Hilfe der Potenzgesetze heraus: Welche(r)/Zahth muss flix eingesetzt werden, damit
die Gleichung erfullt ist ?

a) $.32=3" b) 9-2747.27=2"
c) 5-520420.520=5" d) 22t4_-8.23 =2
e) (59*: (5?)° =5 f) (100201 = 10¢

[8,11,22 a+3,2,20004

Entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig odertiasw und begriinde Deine Entscheidung.

a) 2600 < gl67 [r] b) 21000 < 10300 [f]
¢) 45.10°5.4.10° < 10100 [] d) 05-10'5.4.101%4 = (3.1077)? [1
e) (299) 101 _ (2101) 99 [I’] .I:) (55)5 _ 5(55) [f]

. Berechne ohne TR: Wieviele Sekunden bendtigt ein Lidttstvon der Sonne zur Erde, wenn die
(mittlere) Entfernung der Erde von der Sonné-110**m und die Lichtgeschwindigkeit -30°m/s
betragen ? [5004
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9. Aus wievielen Ziffern besteht die Zahl
a) 100%? [0 b) 100007 [3007]
10. Beantworte mit ja oder nein und begriinde: [$t 2

a) eine Quadratzahl ? b) eine Kubikzahl ?

3 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Wir haben die Potenzgesetze bis jetzt erst fur die nati@fichahlen definiert. Beim Satz 2 gilt zusatzlich
die Bedingung, dass> msein muss, weil sonst ein negativer Exponent aufgetretee.\8&hauen wir mal,
was es geben wirde, wenm> n ist. Wir wahlenm = 3 undn = 2:

3:3=3"1
Mit welcher Zahl aus dem Dezimalsystem kénnen wit innvoll darstellen (,libersetzen®) ?
32:3%=9:27= 1. Die geeignete Zahl ist alsh Ein weiteres Beispiel:

3?2:34=32

Mit welcher Zahl aus dem Dezimalsystem kénnen wif 3innvoll darstellen ?3: 3* = 9:81= {. Die
geeignete Zahl ist alsh oder ;. Somit legen wir fest:

Definition 2 a< R™, ne N. Dann legen wir fest:

1

-n_ —
a @

Wahlen wirn = m. Dann erhalten wir z.B.:

P:33P=3

Mit welcher Zahl aus dem Dezimalsystem kénnen wWirstnvoll iibersetzen 223 32 = 9: 9= 1. Die
geeignete Zahl ist also 1. Somit legen wir fest:

Definition 3 a < R™. Wir definieren:

=1

Wir kbnnen unsere Regeln erweitern:
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Satz 6 Es seien & R",bc R";2,2 ¢ Z. Dann gilt:

a.Z . a‘Z _ aZ]_JrZz (Zl)
al:a?=a1"% (Z2)
(a?)2 =a2 (Z3)
a?.b% = (ab)® (z4)
a?l:b? = (a:b)® (Z5)

Die Satze lassen sich mit den gleichen Ideen wie die Satzeeivbisen, jedoch aufwendiger. Wir verzichten
an dieser Stelle auf diese Beweise.

Ubungen

11. Schreibe als gewohnlichen Bruch oder, wenn maoglictgaize Zahl.

a) 23%= b) 3 2=
c) —23%= d) (—2)2=
e) (-3)°%= f) 3=

) 1)

12. Schreibe als Potenz mit einer moglichst kleinen natieln Zahl als Basis und einem Exponenten aus
Z.

11 11 1
[§7§77§77177277717879]

(3271

13. Gib die Wissenschaftliche Darstellung der Zahl an. Eispiel: 000745= 7.45.103

a) 0.91= b) 0.0669 =

c) 0.00000013456 = d 287.107 =
e) 0099-1012= f) 0.0055 106 =
g) 90909-10 4= h) 0.000003210* =
i) 11200000006= j) 8145060=

[9.1-1071,6.69-1072,1.3456.10 7,2.527-10°5,9.9-10 14 55.107°,9.0909 10 2,3.2-10 2,1.12- 100, 8.15. 10°]
14. Ordne die Zahlen'®,10°3,24 2710 102,372 nach aufsteigender Grésse.
[2710<108 <102 <38 <24 <37

15. Berechne fix=-2,-3
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a) 27-3 b) 2¢+27%
[3,1,4.258.125

16. Das Produkt aller Zahlen jeder Zeile, jeder Spalte uridebeDiagonalen ist gleich'2. Fiille die

Tabelle aus.
211 272 28
20 23
22 | 27
271 210

[278,25,26,24 2 29 2-4]

17. Bringe die folgenden Terme auf die Foath(n € N).

a) 2.28= b) 54.56—
c) 3°6.3= d a3.a=

e) 23.2°3= f) x".x"=
g) #:471= hy 54:53=
H a:al= ) dd:d "=

[2737 510, 1, an—3ﬂ on. X—Znﬂ 4_67 571' a dn+3]

18. Bringe die folgenden Terme auf die Foath(n € N).

a) (372)°= b) (62)°=
0 (8)°= d ()" =
e) (a?)"= fy (b 2=
9 (&)= h) () *=

[3%,676,576 1 a2 b 22 d-
19. Forme so um, dass im Schlussergebnis keine Klammer urelmExponent vorkommt.
a) (~10%)°= b) ((~10%)° =
0) (-10°) "= d) ((-10)9) =
[-1070,107°,10-20,107]
20. Bringe die folgenden Terme auf die Foah(n € N).

a) 46.25°%= b) 510.1.4710x10=
c) 12%:67 %= d) 182:672"=
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

[10°6,(7x) 710,277, 3°21]

Forme so um, dass im Schlussergebnis nicht mehr weganamenfasst werden kann und dass keine
Klammern und keine negativen Exponenten vorkommen.

a) (4a3-5a%):10a° = b) (10a~3+4a2?).2a%=
c) (10a3+4a?):2a°= d) (10a=3:5a2).2a%=
e) (10a—3:5a72):2a° = f) (@l.aM:a?=

%)) (a2n+1 : a2n—1) ‘a2 =

2 5 2 1
[¥,8a+20,¥+¥,4a7g,a |

Schreibe als gewdhnlichen Bruch.

-2 -2 —4 —4
3 3] g = [ 5] le) = 81
Schreibe als Dezimalzahl. Begriinde jeden einzelneritSciit einer Potenzregel oder einer Definiti-
on.

a) (a—b):(b—a)®= [1 b) (a-b)’ (b—a) "= [-1]

Forme so um, dass im Schlussergebnis nicht mehr weisammengefasst werden kann und dass
keine Klammern und keine negativen Exponenten vorkommen.

a) (1+x3)2= b) (x+x1)3=
c) (X*+2x1)3=

[1+ 5+ 53 +3x+ 2+ 5 2+ 6x" +12¢ + §]
Lose die untenstehenden GleichungeR.in

1

_ 25 =X
a) X=2 b) 5i 2
c) 2712.2x=26 d) (22*=1
e) 229=2 ) 209 =2

1

X\2 _ =
9) (29 =16 h) =05
I) 26 _ 24x=2 J) 105X72.5:104X71
k) 3% =9 ) 0.1 =1000
m) 542.25X=125 n) 42%.32=4

[-5,-6,-18,0,0,+1,—-2,—1,2,1.5,5—3,—1,7]
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch ? Begrueifee[Entscheidung.
a) 10190=1007%0 W b) (=3%)3=(-3%4 [f]
c) 210<307? [w]
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27. Die Kante eines sehr kleinen Wiirfels misst4m. Berechne dessen Oberflacend dessen Vo-
lumenV. Gib Dein Ergebnis in der Form- 10° an. [6-10-8mn?, 10" 2mn?]

28. Das Volumen eines Wiirfels betrag? 210~ mS. Berechne ohne TR die Wiirfelkarke [3-104m]

29. Gegeben sind das Volum¥p = 4- 10~%°mq eines Protons, das Volum&g = 10°*m?® der Erde und
das Volumen/q, = 4-108m?3 des Universums.

a) Wie oft ist das Volumen des Protons in demjenigen der Entieadten ? $5.10%]
b) Wie oft ist das Volumen des Protons in demjenigen des Usiivas enthalten ? 1429
c) Wie oft ist das Volumen der Erde in demjenigen des Univasanthalten ? 4[10°]

30. Ein 10“m dickes Papier hat eine Flache von 1%ifEs soll, wenigstens in Gedanken, 41 mal so gefal-
tet werden, dass sich die Dicke bei jeder Faltung verdoppeliechne die Hohe des so entstandenen
Papierturmes in km. [~22-10°km]

31. Ein Warfel mit 1cm Kantenlange soll vollstandig mit Progo {/p = 4-10~4°m?, m, = 1.7-10-27kg)
gefullt werden. Berechne ohne TR: Wie gross ist dann die Mdesses Wiirfels (Hinweis.1- 2.5 =
4.25)? [4.25-10"kg]

4 Potenzen mit rationalen Exponenten

Wir kdnnen nun schon mit recht vielen Potenzen umgehent elnen mit nattrlichen Exponenten haben
wir auch mit negativen ganzzahligen Exponenten und demimen O umzugehen gelernt. Unsere nachste

Frage: Kénnen wir auch Potenzen mit rationalen Exponerendall Ubersetzen in die Dezimalschreibweise
?

Nehmen wir z.B.i

e Was wirde es geben, wenn wir das erste Potenzgesetz anw&nden

43 .43 .45 — 4333 — 4l g

e Welche Zahl, die dreimal mit sich selber multipliziert wiglbt 4 ? Naturlich ist das die dritte Wurzel
von 4.

e 43 schreiben wir also in der Dezimalschreibweise#s
Ein zweites Beispiel: 2

o 45.45.45 —45+5+5 — 42 _ 16

e Welche Zahl, die dreimal mit sich selber multipliziert wigibt 16 ? Nattrlich ist das die dritte Wurzel
von 16.

o 45 schreiben wir also in der Dezimalschreibweise#l6 = v/42.
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Uberlegen wir uns noch einen negativen gebrochenen Exp:mmeh%

2

e 4 5.45.4 54555 _42_

winy
&=

e Welche Zabhl, die dreimal mit sich selber multipliziert wigibt —116 ? Natdrlich ist das die dritte Wurzel
1
von .
16

2 . . . . . .
e 473 schreiben wir also in der De2|malschre|bwe|se\%71@ =3 4—12 = \3/—%.

Wir definieren:

Definition 4 Es sei ac RY;m,n € N. Dann definieren wir:

n,

>3

an=a

Definition 5 Es sei ac R} ;m,n € N. Dann definieren wir:

m 1
a n = —m
an
Ubungen
32. Berechne ohne Verwendung der Wurzelfunktion des TR.
a) 49 b) 273
c) 10000 d) 643
e) 1442 = f) 0.1255 =

[7,3,10,0.25,1.2,0.5]

33. Berechne ohne Verwendung der Wurzelfunktion des TR.

a) & = b) 3275 =
c) 1215 — d) 125 =

[4,0.25,1331 625
34. Ordne die Potenzen @4°,64 1 64! 645 64 1° ohne Hilfe des TR nach aufsteigender Grosse.
Uberpriife Dein Ergebnis mit dem TR.

Mit den oben getroffenen Definitionen kénnen die Potenzgesech einmal erweitert werden, namlich auf
den Zahlenbereich der rationalen Zahlen.



Potenzen 20.03.2009 Theorie und Ubungen 11

Satz 7 (2.Erweiterung der Potenzregeln)saRj,b € RT, qu, 0z € Q.

Q. gl — gt (Ql)
adl - g2 — g1~ (QZ)
(aql)Q2 — gt (Q3)
il . pd — (ab)fh (Q4)
a% b = (a:b)® (Q5)
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Ubungen

35.

36.

37.

38.

39.

Schreibe als Potenz mit rationalem Exponenten bzw.aaiszegZahl wenn moglich.

a) 108108 = b) 7L4.715.706 —

c) 23.28 — d) 5°2.5°05_

&) V2:V2= H VVE-1VVErl=
g) 25.45= h) 43.165 =

i) 53.107 = j) 505.20°05—

k) V120:v15= ) VB0:v2=

[102,7% 2% 571, 255 2%,2,16,508,0.1,2,5%]

Berechne ohne TR. Schreibe Dein Ergebnis als Potenaticibalem Exponenten bzw. als Zahl wenn
maoglich.

0 (5)'- ) ()"
c) (10%)2: d) (10%)3

[625372,10%,103]

Berechne ohne TR. Schreibe Dein Ergebnis als Potenaticibalem Exponenten bzw. als Zahl wenn
maoglich.

a) 56 :57 — b) (a%:a%):a:
) V2:92= d) (V58 V5°): V5=

[542,a 12,27, 5%]

Ermittle mit Hilfe der Potenzregeln und ohne TR die Ldguenge der untenstehenden Gleichungen
inR.

a) ¥=3 b) &=4
c) 1006f=0.1 d) 8025=2x

[05,3,-%,-0.79]

Fulle die Zellen der Wabe nach folgender Regel aus urethaep. [p=4/3]
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xP Xl.5

40. Schreibe als Potenz mit rationalem Exponenten. Ubf@éin Ergebnis anschliessend mit der TR.
a) VV2= by V2=
1
c) \/2V2v2= d /5=

ol
oo~

ol

2122

[2
41. Entscheide ohne TR, ob die Aussage wahr oder falschagtiiBde Deine Entscheidung !

2

]

a) 9°cN [w] b) 5°<11 [f]
c) 05°°>05 w] d) <90 [1]
e) Vv2=12 [ f) 273 +645 = 125 [w]
9) 18PN b (2+3)=2(3)> o]
) (2+3)i=2-(3)* [v]

42. (Zusatz) Schreibe mit nur einem Wurzelzeichen.

a) I 3V/x\ VXV b) (f/al;gs: C/f) PTZ\[:S

5 Exponentialgleichungen

Exponentialgleichungen sind Gleichungen, bei denen digeldannte im Exponenten vorkommt. Sie sind
im Allgemeinen mit unseren Mitteln nicht I6sbar. Wir betngen in diesem Abschnitt Spezialfalle, die sich
mit unseren Mitteln 16sen lassen.

Ein Beispiel:

45_20.2"= 64
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Ubungen

43. Lose die folgenden Gleichungenin
a) 4-2%+32=(2¥)? b) 43=4 9 c) ¥+18:3*=-9

[L = {3}7L = {070'5}7L = {}]



