2.5 Funktionen 2.Grades

(Thema aus dem Bereich Analysis)
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1 Definition einer Funktion 2.Grades.

Bei einer Funktion 2.Grades soll sicher ethvorkommem. Einx muss nicht zwangsléufig vorkommen.
Sowohl die Zahlen vor de? undx als auch die blosse Zahl kénnen beliebige Werte annehme Z,adil
vor demx? soll einfach nicht 0 sein, weil sonst der Quadratterm wétgfaiir legen also fest:

Definition 1 Eine Funktion heisst Funktion 2.Grades, wenn ihre Vorschrift durch Termumformungen auf
folgende Form gebracht werden kann:

Bemerkungen:

e Die Form (Klammern geldst und alle Terme soweit wie mogliokanmengefasst), in der sich die
obige Vorschrift befindet, heisBtormalform.
e Eine Funktion 2.Grades wird oft aucfuadratische Funktion genannt.

e a,bundc nennen wilParameter.

Die Funktionsgraphen sehen folgendermassen aus:
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32 +12x+16
1.5x% —12x+ 29
4 —
~0.5x% +-4x—4
X2 —4x+4

—x2-1

—3x%2+36x—110
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Ubungen

1. Entscheide, ob eine Funktion 2.Grades vorliegt. Falldgan bestimme die Paramegteb undc.
a) f:R—R,f(x)=—-05x2+4x—4 b) f:R—R,f(x)=x3+4x—4
c) F:R=>R, f(X)=(x—1)2+4x—4—x2 d f:R-R f(x)=-—x—1

2. Zeichne die Graphen der folgenden Funktionen und bestigimmach durch Ablesen den Scheitel-
punkt und samtliche Nullstellen.

a) f:R=R f(x)=x*—4 [S(0] - 4),Ny = (~2/0), N = (2/0)]
b) f:R—R,f(x)=x*4+2x—3 [S(—1]—4),Ny = (~3]0),Nz = (1/0)]
c) FT:R=R, f(X)=—x2+3x-2 [S(1.5/0.25),N; = (1]0),N, = (2]0)]

3. Berechnebei den folgenden Funktionen 2.Grades die Nullstellen werdlgiche wenn moglich mit
der vorherigen Aufgabe.

a) f:R=R, f(x)=x2—4 [N1(—2/0),Nx(2/0)]
b) f:R—R,f(x)=x>—2x—63 [N1(=7/0).N2(9/0)]
c) f:R-R, f(x)=x>+3x—3 [Ny(—3.79)0), Nx(0.79/0)]
d f:R=R, f(X)=—x>+3x—2 [N1(1/0),N(20)]

4. Kannst Du mit den Ergebnissen der obigen Aufgaben jewleitsScheitelpunkt berechnen ?
[Sa(0] - 4), Sy(1] — 64), S(—1.5| - 5.25), S(1.5/0.25)

5. Ein Kugelstdsser stosst eine Kugel. Die Flugbahn der Kl#gst sich mit dem folgenden Gesetz
beschreiben:

1
H(x) = _:Tsxz +0.5x+ 1.5, x:Stelle am Boderi (x): Hohe der Kugel.

a) An welcher Stelle erreichte die Kugel die maximale Hohé welche Hohe erreichte die Kugel
an dieser Stelle ? [8.75m3.69m|

b) Wie weit wurde die Kugel gestossen ? [20.11m]
6. Ordne die Funktionsgraphen den entsprechenden FuektihGrades zu und begriinde Deine Zuord-
nung ! Zur Auswabhl stehen die folgenden Funktionsvorstdmif
a) f(x)=x*+3 b) f(x)=x? c) f(x)=—x?
d) f(x)=3x?>—5x e) f(x)=3x>+5x f) f(x) = —2x2+4x
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7. Gegeben sind die untenstehenden Wertetabellen vonibnekt2.Grades. Berechne jeweils die Dif-
ferenz zwischen zwei benachbarten Zellen. Berechne aasséhd bei den erhaltenen Werten wie-
derum die Differenz zwischen zwei benachbarten Werten.iWabachtest Du ?

a) b)
X 123456 X 1[2]3[4]5]6
y=x*[1[4|9[16]25] 36 y=x>+2x | 38| 15|24 35] 48

c) d)
X 123456 X 123457 6
y=2x+x[3]10|21[36]|55]| 78 y=3x" [ 3] 12|27 ]48]| 75| 108

8. Gegeben ist eine Funktion 2.Grades mit der Vorscli(it) = x> — x+ 41. Fille die untenstehende
Tabelle aus. Was beobachtest Du ?

X 1 2 3 4 5 6 40 | 41
y=x>—x+41

2 Die Verschiebung des Graphen

2.1 Die Verschiebung des Graphen iy-Richtung

9. a) Imuntenstehenden Koordinatensystem ist der GrapFuhtion f; (x) = x> gezeichnet. Zeichne
ins gleiche Koordinatensystem den Graphen der Funkiiox = x? + 2. Was beobachtest Du ?
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b) Im untenstehenden Koordinatensystem ist der Graph detien g; (x) = 3x? gezeichnet. Zeich-
ne ins gleiche Koordinatensystem den Graphen der Funigipr = 3x> — 3. Was beobachtest
Du ?

-2+

-4 L

c) Vervollstandige den folgenden Satz: Der Funktionsgraioth um 3 Einheiten nach oben verscho-
ben, indem wir

d) Vervollstandige den folgenden Satz: Der Funktionsgrapld um 2 Einheiten nach unten ver-
schoben, indem wir

2.2 Die Verschiebung des Graphen ix-Richtung

Wir haben gesehen, wie wir einen Graphen nach oben oder mdeh verschieben kdnnen, jetzt geht es um
die Frage: Wie kénnen wir einen Graphen nach links oder nedits verschieben ?

10. a) Imuntenstehenden Koordinatensystem ist der Gragffuiétion f1(x) = x? gezeichnet. Zeichne

ins gleiche Koordinatensystem den Graphen der Funkiiox) = (x— 2)2. Was beobachtest Du
?
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b) Im untenstehenden Koordinatensystem ist der Graph dektiea g;(x) = x* 4 x gezeichnet.
Zeichne ins gleiche Koordinatensystem den Graphen dertmg (x) = (x+ 3)2 4 (x+ 3).
Was beobachtest Du ?

| | | |
T T T T

-6 4. -2 2

c) Vervollstandige den folgenden Satz: Der Funktionsgraipti um 3 Einheiten nach links verscho-
ben, indem wir

d) Vervollstandige den folgenden Satz: Der Funktionsgnapd um 2 Einheiten nach rechts ver-
schoben, indem wir

2.3 Die Verschiebung eines Graphen in- und y-Richtung

11. a) Imuntenstehenden Koordinatensystem ist der Grapffuiétion f1(x) = x? gezeichnet. Zeichne
die Graphen der Funktionefa(x) = (x— 2)? und f3(x) = (x—2)?> 4 5 ins gleiche Koordinaten-
system .
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b) Kannst Du einen Zusammenhang zwischen der Funktiongwaftsund dem Scheitelpunkt her-

stellen ?
c) Welchen Scheitelpunkt hat die Funktiépmit der Vorschriftf4(x) = (x+3)% — 4

Wenn die Vorschrift in dieser Form ist, sprechen wir von 8eheitelpunktsform.

Ubungen

12. Gegeben ist die Funktioi(x) = 2x?. Andere die Vorschrift so ab, dass der Graph um

a) 3 Einheiten nach oben verschoben wird. b) 3 Einheiten halchverschoben wird.
¢) 3 Einheiten nach rechts verschoben wird. d) 3 Einheiteh naten verschoben wird.
e) 2 Einheiten nach rechts und 4 Einheiten nach oben verscheind.

f) 3 Einheiten nach links und 2 Einheiten nach unten versehataird.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.

Gegeben ist die Funktioi{x) = x? + 3x — 4. Andere die Vorschrift so ab, dass der Graph um

a) 3 Einheiten nach oben verschoben wird. b) 3 Einheiten lalchverschoben wird.

c) 3 Einheiten nach rechts verschoben wird. d) 3 Einheiteh naten verschoben wird.

e) 2 Einheiten nach rechts und 4 Einheiten nach oben versoheind.

f) 3 Einheiten nach links und 2 Einheiten nach unten versehataird.

Bei den folgenden Beispielen wurde die Funktionsvaittapeandert. Bei welcher Anderung wird
dabei der Funktionsgraph um 5 Einheiten nach links verseh@b

a) 2+ 3xwird zu 2¢ 4 3x—5 b) 32 wird zu Ix+5)°—6

c) 2+ 3xwird zu 2x+5)? +3(x+5) +6 d) Xwird zu Xx+5

Bei den folgenden Beispielen wurde die Funktionsvaittapeandert. Bei welcher Anderung wird
dabei der Funktionsgraph um 5 Einheiten nach rechts velogrh®

a) Xwirdzu X—5 b) X wird zu 3(x+5)
c) 3xwird zu 3x—5) d) 3Xxwird zu X+5
Bestimme den Scheitelpunkt der folgenden quadratisEbektionen.

a) f:R-R,f(X)=(x+2)2-5

b) f:R—R,f(x)=(x—3)2+1

Gib eine quadratische Funktion an, deren Scheitelgankt

a) (3/5) liegt. b) (—2|—4) liegt.

Gib eine Funktionsvorschrift an, deren Parabel

a) diey-Achse an der Stelle 4 schneidet. b) nach oben gedffnet ist.

¢) genau 1 Nullstelle hat. d) 2 Nullstellen hat.

e) keine Nullstellen hat. f) den Scheitelpuisk (3]4) hat.

Gegeben ist der Graph der FunktibnR — R, f(x) = x? + 3x — 4. Der Graph wird nun gespiegelt.
Wie lautet die neue Vorschrift, wenn wir den Graphen

a) an dex-Achse spiegeln ? [-(x+15)%2+6.25]
b) an dery-Achse spiegeln ? [(x—15)2—6.25]
c) am Scheitelpunkt spiegeln ? [~(x+15)%2-6.25]

Die Parabe} = —x? 4 4x+ 5 wird zuerst um 180gedreht und danach so verschoben, dass der Schei-
telpunkt inS= (6/6) liegt. Wie lautet die Gleichung der neuen Parabel ?

Gib eine Funktion 2.Grades an, deren Funktionsgraphunaien geoffnet ist und deren Scheitelpunkt
in (2| —4) liegt.

Finde den Scheitelpunkt der Funktibfx) = 2x? + 3x+ 4 mit Hilfe von quadratischer Erganzung.
(Zusatz) Finde den Scheitelpunkt der allgemeinen Femi Gradesf (x) = ax? + bx+c.
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3 Die Ermittlung der Parameter

Manchmal sind gewisse Punkte auf der Parabel bekannt unchééhten gerne die Funktionsvorschrift
ermitteln. Diese Fragestellung fuhrt zu Gleichungssystem

BeispielsaufgabeDie Parabel mit der Gleichung= ax? + bx+c geht durch die Punkt®, (—2|15),P,(1/0)
undPs = (3|10). Berechne die Parametatb undc.
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Ubungen
24. Die Parabel mit der Gleichung= ax? + bx+ ¢ geht durch die Punkté2| —5), (1| —2) undQ =
(3| — 14). Berechne die Parameteib undc. [a=-2b=1c=1)]
25. Die Parabel mit der Gleichuryg= x? 4 bx+c geht durch die Punkt®(2|11) undQ = (3|18). Berechne
die Parametelo undc. [6=2,c=3)]
26. Eine Funktion 2-ten Grades hat die Nullstellenybei3 undx = —5. Dazu geht der Graph durch den
Punkt(2| — 7). Berechne die Parametatb undc. [a=1,b=2undc= -15]
27.

28.

Ein Kugelstdsser stdsst eine Kugel. Auf dem untenstidreraphen sehen wir die Flugbahn der
Kurve (x-Achse: Weite am Boden in ny-Achse: Hohe in m). Folgende Punkte des Graphen sind
dabei bekannt?;(0|2), P,(7/4.8) undP5(10/5.1).

| | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T

2.4 6 8 10 12 1416 18 20

a) Beschreibe den Verlauf der Kugel mit einer Funktion. f(x)[= —0.03¢ 4 0.61x+ 2]
b) Berechne, wie weit die Kugel gestossen wurde. [2321m]
¢) Welches war die grosste Héhe (exakt), die von der Kugelaht wurde ? g.120m|

Eine Parabel der Form= a(x — u)? + v hat den Scheitelpunkt i = (2/4) geht durch den Punkt
Q(3|— 7). Bestimme die Funktionsvorschrift in der Scheitelpunkisd in der Normalform.

[y=—11(x—2)2+ 4= —11x2+ 44x— 40]
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4 Extremwertaufgaben

Bei einer Extremwertwertaufgabe istimmer eine Grésse soa#, dass eine andere Grésse moglichst gross
oder klein ist. Wir betrachten in diesem Abschnitt Extremaefgaben, die zu Funktionen 2.Grades fuihren
(das ist natrlich nicht bei allen Aufgaben so).

Beispiel: Berechne die Seitenlangen des Rechtecks vom Untdaa@0cm, das den grossten Flacheninhalt
besitzt.

e Zunachst einmal Uberzeugen wir uns davon, dass verscliédamgen und Breiten zu verschiedenen
Flacheninhalten fuhren:

linem| O | 1| 2| 3| 4|5 1011 (12| 13| 14| 15
bincm| 15| 14|13 (12| 11|10| 9 8 7 6 514 3|2]1]0
Flache

»
~
(o]
©

e Wir tragen alle Flacheninhalte ins untenstehende Kooteirsystem ein:

a
o

N
(]

w
o

N
o

[EY
o

N
N~
»
co
iy

10 12 14

10
“1VJ

o Mit Ablesen erkennen wir, dass der maximale Flachenintalt b ...... erreicht wird.

e Wir hatten dieses Ergebnis auch mit Berechnung erhaltenddin

Ubungen
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

Die Summe zweier positiver Zahlen sei 9. Bestimme darufiejenigen Zahlen, deren Produkt am

grossten ist. [45und 4.5
Die Summe aller Kanten einer quadratischen Saule (Quadejuadratischer Grundflache) misst
24.cm. Berechne die Kanten so, dass die Oberflache maxinal wir [a=b=c=2cm]

Ein Zaun von 50m Lange soll einen rechteckigen Platzadegine Mauer grenzt, auf drei Seiten
begrenzen. Welchen Flacheninhalt kann der Platz maxintedrha B125n7]

Eine ebene 400m-Bahn soll so angelegt werden, dassnsiReehteck mit zwei angesetzten Halb-
kreisen begrenzt. Wie gross muss der Radigsin und wie lang ist ein gerades Stlick zwischen den
Kurven, wenn

a) das Rechteck maximalen Flacheninhalt haben soll ? 100m[31.83m]

b) das ganze Oval maximalen Flacheninhalt haben soll ? 0m,68.66n

Ein Kino hat bei einem Eintrittspreis von Fr.12 durchstttich 240 Besucherinnen. Wirde man den
Eintrittspreis um Fr. 1.-,2.-,3.-,usw. erhdhen, so gingeREesucherzahl um 10,20,30,usw. Personen
zurlick. Bei welchem Eintrittspreis sind die Einnahmen aiisgten ? 18F

(Zusatz) Mit einem Faden der Langsoll der Umfang eines Kreissektors gebildet werden. Fir wel
chen Radius wird die Sektorflache maximal und wie gross ishdeer Zentriwinkel ?

5 Schnittprobleme

In diesem Abschnitt werden Parabeln mit Geraden geschnitte

Beispiel: Gegeben sind eine Parabel it x? + 2x— 3 und eine Gerade mjt= 3x — 1. Bestimme rechne-
risch und zeichnerisch die Schnittpunte der beiden Graphen [(-1]-4) und (2/5)
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Ubungen

35. Bestimme zeichnerisch und rechnerisch die Schnittigushdr beiden Graphen.

a) y=x2+x-3undy=x+1 [-2-1) und (213
b) y=2x*—4x—2undy=—2x+1 [(-0.82]2.65) und (1.82]-2.65)
6 + 6 +
4+ 4+
21+ 2+
Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
T T T T T T T T T T
6 -4 -2 2 4 6 -4 -2 2 4
2+ 24
4+ 4+
6 L 6L

Es geht nun um die Anzahl der Schnittpunkte. Wir nehmen noeha unser obiges Beispiel:

Beispiel: Gegeben sind eine Parabel mit x° + 2x— 3 und eine Gerade mjt= 3x— 1.

e Berechne In wievielen Punkten schneiden sich die beiden Graphen ?

e Wie muss die Schnitthéhe mit dgrAchse gewahlt werden, damit sich die Graphen in genau einem
Punkt schneiden ? [n=—-3.25]

e Wie muss die Steigung der Geraden gewéahlt werden, damidgcGraphen in genau einem Punkt
schneiden ? [nicht méglic
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Ubungen

36. Berechne die Parameter so, dass sich die Graphen in ggregm Punkt schneiden.
a) y=ax*+3x—4undy=x+1 [a=-02]
b) y=x2+bx+2undy=2x—3 [by = —2.47 undby, = 6.47]



