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1 Quadrierte Gleichungen mit einer Unbekannten

Satz 1 Die Lésungsmenge einer Gleichung-A B, wobei A und B Polynome sind, ist die Vereinigung der
Lésungsmengen der Gleichunges-/A und A= —B.

Beispiel 1

Beispiel 2

Ubungen

1. Gib jeweils die Lésungsmenge in der Foire= {...} an.

a) (3x—16)%2 = (4x—19)? [L=35] b) (x+6)?=(x+7)? [L=-65]
c) (7x—5)2=(2x+5)? [L={02}] d) x*=(5x—18)? [L ={3,45}]
e) (8—x)?2=144 L={-420] f) (x—11)2=15 [L = {11+ v15}]
g x*=121 L=+v11] h) 9x*=(5x%—2)? [L={+1,+1/2}]

2. Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks ist doppelt segrie der Hypotenusenabschnitt. Berechne
die Hohe und die Hypothenusenabschnitte so, dass der Rseigalt 98 dn? misst.

3. Ineinem Quader ist eine Kante 4 mal, eine andere 8 mal gatandie kiirzeste Kante. Wie lang sind
die Kanten, wenn

a) die Quaderoberflache3? misst ? [0.25m1m,2m]
b) die Kdrperdiagonale 6 m misst ? [2/3m,8/3m,16/3m]
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4. Ein gleichseitiges Dreieck soll den Flacheninhalt?laben. Berechne seine Seite.  x~[.52n]

5. Eine quadratische Pyramide hat lauter gleich lange Kaniee Oberflache misstZm?. Berechne
die Kantenlange. [x~1.62m]

2 Wurzelgleichungen

2.1 Definition einer Wurzelgleichung
Definition 1 Unter einem Wurzelterm verstehen wir einen Term, der mirdesl Wurzelzeichen enthalt.
Beispiele

° \/a3b3
e V1+V2

Definition 2 Unter einer Wurzelgleichung verstehen wir eine Gleichuitgmmdestens einem Wurzelterm.

Beispiele
o Vadhd = vax

o V1+v2=Vx+2

In der Folge betrachten wir nur Wurzelgleichungen mit eldebekannten.

2.2 Die Wurzel wird mit quadrieren eliminiert

X+1=+v2x+5
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Wir haben zwei Losungen fir die Gleichung erhalten, abereimg Losung erfullt die Gleichung. Quadrie-
ren istnicht immer eine Aquivalenzumformung, sondern kann auch é@esvinnumformung sein, wenn
Lésungen dazukommen. Es gehen aber sicher keine Lésundereve Ob die Lésungsmenge gleich bleibt
oder ob Lésungen dazukommen, hangt von der Gleichung aburigiheisst das, dass wir die Losungen
einer Gleichungmmer kontrollieren mussen, wenn auf dem Lésungsweg quadriert wurde.

weitere Beispiele

e Die Gleichungx = 5 hat die Lésungsmende = {5}, wahrend die Gleichung® = 25 die Lésungs-
mengel = {+5}

e Die Gleichung 5= —5 hat keine Losung (nichterfullbar), wéhrend bei der Gleigh 25= 25 alle
Elemente der Definitionsmenge eine Lésung sind (allgentitigg.

Satz 2 Wird auf beiden Seiten einer Gleichung @it der Lésungsmende; quadriert, so gilt fir die neue
Losungmenges:

Beweis

Ubungen

6. Finde die Losungsmenge der folgenden Ubungd® i@ib Dein Ergebnis in der Forin = {...} an.

a) V1-x=5 [L={-24] b) {/x2+ g = g [L = {+3/8}]

c) 4+9V/x2+9=49 L={+4] d) v3x2-50=—x [L={-5}]

e) 2Vx2—x=2x+1 [L={-1/8}]
7. Finde die Losungsmenge i Gib Dein Ergebnis in der Forin = {...} an.

a) VX+5=v4—x [L={-1/2] b) /X(x—4) =2yI—x [L={-2]

c) 10/40—x=40,/10—x [L={8)] d) VIx—3+x=0 [L={3/2}]
8. Finde die Losungsmenge i Gib Dein Ergebnis in der Forin = {...} an.

a) VX=+vx+8-2 L={1] b) Vx+7=vx+2-1 L=0]

c) VX—4—/x+11+3=0 L={5] d) VX+3+vx+10=7 [L={6}]
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3 Gleichungen 2.Grades mit einer Unbekannten

3.1 Definition der Gleichung 2.Grades

Welche der folgenden Gleichungen wollen wir als Gleichumgésrades bezeichnen ?

A +4x—2=0

o 3 +4Xx—2=—X
e 3¢*-2=0

2% +2x—3=x?

(Xx—2)2+3x=0

o X4+ x+1=x3
e X3=4

Definition 3 Eine Gleichung heissgleichung 2.Grades, wenn sie durch Aquivalenzumformungen auf fol-
gende Form gebracht werden kann:

Ubungen

9. Uberpriife, ob es sich bei den folgenden Gleichungen uriti@legen 2.Grades handelt. Bestimme
gegebenenfalls die Parameter.

a) X¥(x+1)=0 b) x°+2x+1=x2 €) (x+1)(x—2)=2¢

3.2 Spezialfalle von Gleichungen 2.Grades

Wir haben Spezialfalle von Gleichungen 2.Grades beregstaoffen und dabei 2 Methoden kennengelernt,
die zur L6sung gefiihrt haben. Bei der ersten Methode habedievGleichung faktorisiert, zum Beispiel:

X2 +3x—4=0
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Bei der zweiten Methode haben wir die Wurzel gezogen, zursiel

(x—2)>-3=0

Ubungen

10. Finde die Losung(en) der folgenden Gleichungen 2.Gradden reellen Zahlen.

a) A —100= 42 [L={+/20]] b) (x—4)?-144=0 [L ={-8,16}]
c) (x+15)(x-2)=0 [L={-152)] d) x¥*—8x+4=4 [L = {0,8}]
e) (x+1)2=0 L={-13] f) xX*—15x+64=8 [L={78}]
g9) (x—2)2+3=0 L=}] h) x®+6x=-9 [L=1{-3}]
) (Zusatz)(11—2)%2+22z=125 [L = {+2)]

11. Gib eine Gleichung mit den Losungen 2 und -8 an. Wurzeelglegen, die auf Gleichungen 2.Grades
fuhren

3.3 Wirl6sen eine Gleichung 2.Grades mit quadratischem Ergézen

Bevor wir die allgemeine Lésungsmethode kennenlerneenlidgr die folgendevortibungen:

a) Fulle die Liicken aus (Beispie — 2x+ 1= (x—1)?).

) X2 —8X4 .= (X ... )2 i) XCHIXA = (X .. )2
i) X2 =34 .= (X ... )2 V) XA+ TXH = (X )?
b) Fille die Liicken aus (Beispiet? — 10x = (x— 5)? — 25).
) XP—4x=(x .. 2— .. i) X46x=(X ... 2 —..
i) X—X=(X ... 32— ... V) X4x=(X ... )2

Kommen wir nun zur allgemeinen Losungsmethode. Wir beteactie Gleichung:

X2 +6x+2=0
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Problem: Weder die Methode des Faktorisierens noch die Methode desel¥iehens hilft uns hier
weiter.

Wir brauchen eine neue Methode, diejenige deadratischen Ergénzens Die Idee dahinter: Wir
versuchen, die Gleichung auf eine Form zu bringen, wie varzsB. bei Aufgabe 5c) angetroffen
haben. Dazu missen wir d&f undx-Term in die Klammex)? ,verpacken “.

LOsungsweqg:

Ubungen

a) Finde die Lésungen der folgenden Gleichungen ohne TRD@ih Ergebnis in der Forrh =
{...} an. Uberpriife anschliessend bei (a) Deine Lésung.

) X°4+6x+7=0 [L={-3+v2)]] i) x*+16x+3=0 [L ={-8+V61}]
i) 2x24+x—-10=0 [L={-252)] iv) X¥*+x+1=0 L=0]

3.4 Die Losungsformel

Die Losungsformel kdnnen wir jetzt mit quadratischem Emgimherleiten:
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Ubungen
a) Berechne die Losungsmenge der folgenden Gleichungetiilfieitder Losungsformel. Gib Deine
Ldsung(en) als Dezimalzahl in der Fotmr={...} an.
) 2x2—-7x+3=0 [L={053}] i) 4X°+5x—6=0 [L={-2,075)]
i) —2%+x+6=0 [L={2-15]] iv) 5x°+8x=4 [L={-204}]

b)

d)

Berechne die Lésungsmenge der folgenden Gleichungétilf@tder Losungsformel. Gib Deine
Ldsung(en) exakt (d.h. in Wurzelform, wobei die Wurzel satwie moglich zerlegt werden soll)
in der FormL ={...} an.

) xX*—6x+4=0 [L={3+v5}] i) —x°+2x+1=0 [L={1+v2}]
i) 4x2—4x—7=0 [L={05+v2}] V) V2X*+x—v2=0 L ={-v2v2/2}]
Berechne die Losungsmenge der folgenden Gleichungetilf@tder Losungsformel. Gib Deine
Losung(en) in der Forrh ={...} an.

) $x2+ix—2=0 L={-113)] i) £2-3x+3=0 [L={156}]
Die Gleichung 82+ x— 1= 0 hat zwei L6sungen. Stelle eine Gleichung auf, deren Lésunign

5 grosser sind und bringe das Ergebnis auf die Faxf bx+ c = 0 wobei die Parametex, b
undc ganze Zahlen sein sollen. [2¢ —19x+44=10]
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3.5 Anzahl Lésungen einer Gleichung 2.Grades.

a) Wie viele Elemente hat die Lé6sungsmenge ?
) ¥*+10x+1=0 i) 22 —x4+3=0
i) 4x°4+12x+9=0 iv) 16x2+25x+10=0
[2,0,14
b) Fur welchen Wert des Parameters hat die Gleichung genal.ésung ?
) 2x—-3x+a=0 i) X°+bx+b+3=0
i) bx®+bx+1=28x
[a=1.125b; = —2,b, = 6;b; = 4,b, = 16]
c) Furwelche Werte des Parameters hat die Gleichdrg2x+ 3a= 0 genau 2 Lésungen2 £ 1/3]

3.6 Biquadratische Gleichungen

Definition 4 Eine Gleichung heisst biquadratisch, wenn sie durch Adehaumformungen auf fol-
gende Form gebracht werden kann:
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Beispiele

e X*+x24+1=0
e X*+2¢+1=0

Frage: Wie ermittle ich die Losungsmenge einer biquadratischesicBung ?
Beispiel

X*—5x2+4=0

Ubungen
a) Lose die folgenden Gleichungen mit Hilfe einer geeigmedebstitution (ersetzen). Gib Dein
Ergebnis in der Form = {...} an.
) x*—11x*+18=0 [L={xv2+3}] i) x¥*+8=9x° [L = {+2v2 +1}]

b) Lose die folgenden Gleichungen mit Hilfe einer geeignedebstitution. Gib Dein Ergebnis in
der FormL ={...} an.

i) X8+ 613 —8000=0 [L={-54] i) x+17%*+16=0 IL=0]

c) Lose die folgenden Gleichungen mit Hilfe einer geeignedabstitution (Term ersetzen durch
einen einfacheren Term). Gib Dein Ergebnis in der Farm{...} an.

) (x—10)2—8(x—10)+15=0[L ={1315}] i) (Xx+4)2—12(x+4)+34=0[L = {2+V2}]

3.7 Textaufgaben, die auf Gleichungen 2.Grades fuhren.
a) \Von zwei reellen Zahlen ist eine um 50 grosser als die @naled das Produkt um 50 grosser als
die Summe. Bestimme die beiden Zahlen. 2 ur]d 52 oder -50 und]0

b) Das Produkt der beiden kleinsten von sechs aufeinantigriden ganzen Zahlen ist dreimal so
gross wie die Summe der vier Gibrigen Zahlen. Berechne disstieZahl. [3 oder 14
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c) Welche Zahlen unterscheiden sich um 0.24 von ihrer Qtzalnh(z.B. ist die Quadratzahl von 4
die Zahl 16) ? [-0.2,0.4,0.6,1p

d) Eine Schulklasse fahrt mit einem Autocar ins Skilagee Bahrtkosten von 300 Franken werden
gleichméssig unter den Teilnehmern aufgeteilt. Da ein Behiiankheitshalber nicht mitfahren
kann, ist der Kostenanteil fiir die Gbrigen Teilnehmer um a@pen grosser. Wie viele sind mit-
gefahren ? [24]

e) Ein Blumenbeet von 3m L&nge und 2m Breite ist ringsum miskanter Breite von Rasen ein-
gefasst, sodass Einfassung und Beet gleichen Flacheniatedn. Wie breit ist die Einfassung ?
[5dm]

f) Der Umfang eines Rechtecks misst 25m, der Flacheninbatf2Berechne die Seiteridm und 25m]

g) Jemand verkauft eine Uhr fir Fr. 144.- und gewinnt dabeiale Prozente, wie die Uhr Franken
gekostet hat beim Ankauf. Wie viele Prozente sind es ? 80%[

4 Wurzelgleichungen, die auf Gleichungen 2.Grades flhren

a) Finde die Lésungsmengeft Gib Dein Ergebnis in der For = {...} an.

) VX+1=x-1 L=1{3)] i) Vx+1+x=5 [L=1{3}]
i) VX+2VX+7=6 L=1{2] V) Vx—1y/x+6=12 L = {10}]
V) VX+20=/X+/x—12 L={16)] vi) VIX+12=2yx—34+3yXx [L={4}]
Vi) 4x—9+4+/6x—7 = v/B5x—3+/5x— 13 [L={4}]

b) In einem Koordinatensystem sind die Punkte-1/0) und B(7|0) gegeben. Bestimme die Lage
des Punkte®(0|y) auf der positivery-Achse so, dass die Summe seiner AbstandeA/and B
gleich 10 ist. [P=(02.4)]



