1.9 Ungleichungen

(Thema aus dem Gebiet Algebra)
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1 Ungleichungen

Ein paar Beispiele von Ungleichungen:

Definition 1 Werden zwei Terme T, und T, mit eéinem der vier Ungleichheitszeichen (<, >, < oder >) ver-
bunden, so entsteht eine Ungleichung (Ty < To, Ty < Tp, Ty > To oder Ty > To).

2 Intervalle

Welche Lésungsmenge hat die Ungleichumg<5 in den reellen Zahlen ?

2X<5=x<25

Eine Ungleichung hat normalerweise unendlich viele Lostn(@n diesem Falle alle reellen Zahlen, die
kleiner als 2.5 sind). Wie aber sollen wir solche Lésungsyeerin der Forni. = ... notieren ? Das bisherige
Vorgehen mit den geschweiften Klammetn= {...}) funktioniert leider nicht mehr (reelle Zahlen kénnen
nicht aufgezahlt werden). Wir miissen uns also etwas neolen lassen.

.Luckenlose" Teilmengen der reellen Zahlen nennenintiervalle. Fir sie gibt es eigene Symbole: [,],(,).
Beispiele von solchen Teilmengen sind:

e alle reellen Zahlen zwischen 2 und 5 (mit den Grenzen).

o alle reellen Zahlen zwischen -1 und 4 (ohne Grenzen).

e alle reellen Zahlen grosser als 3 (mit der 3).

Folgende Teilmengen sirgkine Intervalle:
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e alle reellen Zahlen zwischen 2 und 5 (mit den Grenzen), afwee 8 und 4.

e alle reellen Zahlen zwischen -1 und 4 (ohne Grenzen), alvex 6h

Intervalle eignen sich also vorziglich, um Lésungmengen von Ungleigen anzugeben. Es gibffe-
ne, halboffene und abgeschlossentntervalle. Untenstehende Tabelle soll einen Uberblickdsi. Es gilt
immer:a<hb.

Beschreibung des Intervalls Intervall- | Art des Inter-| Zeichnung des
symbol | valls Intervalls

Die Menge aller Zahlen zwischen| [a,b] abgeschlossen

undb einschliesslich der Grenzen

Die Menge aller Zahlen zwischen| (a,b) offen

undb ohne Grenzen

Die Menge aller Zahlen zwischen| [a,b) halboffen

undb mit a, aberohneb

Die Menge aller Zahlen zwischen| (a,b] halboffen

undb ohnea, abermit b

Die Intervalle missen nicht begrenzt sein, d.h. auf deelinBeite kann-c oder auf der rechten Seite kann
oo stehen. Es gibt dann noch folgende Féalle:

Beschreibung des Intervalls Intervall- | Art des Inter-| Zeichnung des
symbol | valls Intervalls

Die Menge aller Zahler< a (—00, 8] halboffen

Die Menge aller Zahler: a (—o,a) | offen

Die Menge aller Zahlepr a [a, ) halboffen

Die Menge aller Zahler- a (a,) offen

Ubungen

1. Stelle die folgenden Intervalle graphisch dar:
a) (4,5) b) [2,5]
c) (0,6 d) [7,9)
2. Bestimme folgende Schnitt- bzw. Vereinigungsmengen.
a) [-1,2]n(0,4) b) [-1,2]U(0,4) c) [-3,0.5/U[-0.5,3)
d) [-3,-0.5/N[-0.5,3) e) NNJ0,6) f) [-5,0)U[-1,4]
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3 Aguivalenzumformungen bei Ungleichungen

Unter einer Aquivalenzumformung einer Ungleichung vérstewir eine Umformung, bei der die Losungs-
menge der Ungleichung nicht verandert wird.

Bei den folgenden Aquivalenzumformungen wird das Unglesitszeichemicht gedreht:

e Termumformungen (Ausmultiplizieren, Zusammenfassengeiviéachen).

o Auf beiden Seiten dieselbe Zahl addieren oder subtrahieren

e Beide Seiten mit derselbgrositiven Zahl (>0)multiplizieren oderdivieren.

Bei der folgenden Aquivalenzumformung wird das Ungleidtdzeichergedreht

e Beide Seiten mit derselberegativenZahl (<0) multiplizieren oder mit derselbergativenZahl di-
vidieren.

Merke: Wird eine Ungleichung mit einenegativen Zahl multipliziert oder dividiert , dann muss das
Ungleichheitszeichegedreht werden.

Begriindung:

Beispiel:2x+5 < 7x—3
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Ubungen
3. Bestimme die Lésungsmenge der folgenden Ungleichungéh Gib Dein Ergebnis in der Form

L=..an.

a) x+25<-4 [L=(-0;—65] b) 44+x>-2 [L =[-6;0)]
c) &< -35-11 L=(-0-2] d) x>2x+1 [L=(—o;-1)]

3 1
e) 9—x>—-0.5x+1 [L=(-o;18)] f) —Zx < Ex [L = (0;00)]
5—2x )

9) 3 < 0 [L=@25»)] h) (X+1)(x—3)> (x—4) [L =(19/6;00)]
) X¥—7-(x—22<x-1 [L = (~;10/3]]

4 Doppelungleichungen

Beispiele von Doppelungleichungen

\on einer Doppelungleichung sprechen wir, wenn zwei Unjlle¢itszeichen vorkommen.

4.1 \Verfahren, um Doppelungleichungen zu l6sen

1. Nimm die beiden Ungleichungen auseinander
2. Berechne die Losungsmengen der beiden Ungleichungen

3. Die Schnittmenge der beiden Losungsmengen ergibt dangediamte Losungsmenge
Beispiel:2x—1<3x—1<1-x

1. Nimm die Ungleichungen auseinander:
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2. Berechne die Losungsmengen der beiden Ungleichungen:

3. Die Schnittmenge der beiden Lésungsmengen ergibt dagedamte Losungsmenge:

Ubungen

4. Lose die folgenden UngleichungenRn Gib Dein Ergebnis in der Foriin = ... an.
a) 0<2x-3<5 [L=@54] b) —8<5-05x<0 [L =[10;26]
c) —1<2(3x—1)+x<5 [L=[1/7;1]

5 Spezielle nichtlineare Ungleichungen

5.1 spezielle Ungleichungen 2.Grades

Wir betrachten in diesem Abschnitt spezielle Ungleichumg&rades, namlich solche, die sich faktorisieren
lassen (wie schon bei den Gleichungen 2.Grades).

Beispiele von Ungleichungen 2.Grades, die sich faktorigien lassen
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Solche Ungleichungen kénnen wir nicht mit elementarenefeiinformungen I6sen, folgende Séatze helfen
uns weiter:

Satz1lacRundbeR. Esgilt:
a-b<0=
Satz2 ac Rundb e R. Esgilt:

a-b>0=

Wir 16sen nun zwei Beispiele mit Hilfe dieser Satze.
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Beispiel 1:(x—3)(x+4) <0

Beispiel 2:(2x—5)(3x+3) >0
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Ubungen

5. Finde die Losungsmenge i Gib Dein Ergebnis in der Forin = ... an.

a) (x+4)(x—1)>0 [L =(-w,—2u(L,©)] b) (x+1)(x—1)>0 [L = (—c0,—1U[1 )]
c) X(x+1)<0 [L=[-10] d) ¥+7x+12<0 L =(-4-3]
e) X¥—x>2 [L=(-o-1u(2)]

6. Bei dieser Aufgabe begegnen wir faktorisierten Ungleicden, die sogar den Grad 3 haben. Finde
die Loésungsmenge iR und gib Dein Ergebnis in der Form= ... an.

a) (x+2)(x—1)(x+3) <0 [L=(-w,-3)u(-21)]
b) (2x+1)(3x—3)(x+4)>0 [L =[-4,-05U[L)]

7. (Zusatz) Finde die Lésungsmenge der folgenden UnglagmiR und gib Dein Ergebnis in der Form
L=..an.
a) (X+2)(x—1)(x+3)(x+4) <0 [L=(-4-3u(-21)]

6 Bruchungleichungen |

Unter einer Bruchungleichung verstehen wir eine Ungleichbei der die Unbekannte im Nenner (und
haufig, aber nicht notwendigerweise auch im Zahler) eineslB¥s vorkommt. Wir versuchen die Losungs-
menge der folgenden Ungleichung zu finden.

Aufgabe:

x—1 0

x+2<
Frage: Welchen Zahlen mussen fireingesetzt werden, damit die Ungleichung erfiillt ist (éudf. der lin-
ken Seite steht etwas kleineres als auf der rechten Seite) ?

Uberlegung: Wir haben es mit einem Bruch zu tun. Bei den Bruchgleichurig@men wir gelernt, dass
wir die Gleichung mit dem Nenner des Bruches multiplizietem ihn loszuwerden. Geht das auch bei den
Bruchungleichungen ? Durfen wir mit+- 2 multiplizieren ?

Antwort:



1.9 Ungleichungen 28.02.2008 Theorie und Ubungen 10

Ldsungsweg:

In Worten: Auf der linken Seite muss ein Bruch stehen, auf der rechtée 8i@e 0. Die Ungleichung muss
auf folgende Form gebracht werden:

aO
b<

Es gilt folgender Satz:

Satz 3 Essel ac Rund b € R\ {0}. Dann gilt:

\Y
o
I

IA
o
\

ol Tlo

Mit Hilfe dieses Satzes kdnnen wir unsere Ungleichung Ibsen

Beachte: Wir lésen die Ungleichung also nicht, indem wir Agivalenzumformungen anwenden.
Ubungen

8. Bestimme die LosungsmengeRn Gib Dein Ergebnis in der Forin = ... an.
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X X+7

a) m>0 [L=(-w,~u(0®] b) mﬁo [L=[-7-1]

9) ﬂ>0 [L=(-»2U[40)] d) —il<0 [L = (—o,~1)U(0,®)]
T : -, ~ : )
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7 Bruchungleichungen I

In diesem Abschnitt geht es noch einmal um Bruchungleiceandiesmal etwas schwieriger:
Aufgabe:

X—1 1
X127

Frage: Fur welche Werte vom ist die Ungleichung erflillt (d.h. die linke Seite gibt etwkdsineres als -1) ?

Uberlegung:

Losung:
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9. Finde die Losungsmenge i Gib Dein Ergebnis in der Forin = ... an.

1 L= 0)u(3 b 6 1 L=(51
a (<3 [L=(=0uE=] b) ——>3 [L = (5:17)]
X+5 2 B d X+1 - 1 B .
©) —3< L=(=3uate] d) ——=>17 [L=(7;1)]
71 0 L=(2 f . 0 L
e) (X* 2) (X* 6) < [ = ( 76)] ) m > [ = (—00,—5) U (37 00)]
-3 4
9) X2 4 5x <0 [L=(-w,-5u(0w] h) m >0 [L = (=,3)U(5,0)]
10. (Zusatz) Finde die LésungsmengdRiund gib Dein Ergebnis in der Forin= ... an.
24+ 3x+2
a) T o [L=(-4-2)uU(-13)]

X2 +x—12



