1.2 Rechnen mit Termen I

(Thema aus dem Gebiet Algebra)
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1 Potenzen, bei denen der Exponent negativ oder O ist

Wir kennen folgendes Gesetz, dasfiim € N mit n > mgilt.

al:a"=
Wir méchten dieses Gesetz nicht nur fir> m, sondern auch fim = mundn < mformulieren. Es treten
dann aber Ausdriicke wi (z.B. a®: a®) unda 2 (z.B. a® : a°) auf. Im folgenden legen wir fest, wie wir
mit solchen Ausdriicken umgehen wollen.

Definition 1 Gegebenist ein Terma, der nicht O ist und n € N. Dann gilt folgende Abmachung:

Definition 2 Gegebenist ein Terma, der nicht 0 ist. Dann gilt folgende Abmachung:

Bemerkung: Wir ordnen dem Term Qkeinen Wert zu. Die Frage, ob man diesem Term den Wert 1 oder
keinen Wert zuordnen soll, hat zu vielen Diskussionen in\di@thematik gefuhrt.

Beispiele:

2 Potenzregeln

Fur die Multiplikation von speziellen Termen gibt es Gesdizder Satze), die sogenannfotenzgesetze

Satz 1 aist ein Termund m,n € Z (m, n sind Elemente der ganzen Zahlen, z.B. 2,3,0,-3). Dann gilt:

Merke: Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert, indem wi
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Satz 2 a,b sind Terme, n € Z. Dann gilt:

Merke: Potenzen mit gleichen Exponenten werden multipliziedem wir

Satz 3 aistein Term, mn € Z. Dann gilt:

Beispiele:

Ubungen

1. Forme so um, dass sich das Endergebnis nicht weiter kligsh

a) alol.alo0_ b) a-a= C) a2.anl d) 23.274=
e) b°-b"= f) a.a"= g) b*l.p?= h)y x"N.x "=
) ad.a = ) Z:2= k) s*:s= ) B:c0=

m) 2:2°2= n) a"l:a"= 0) &£:41= p) 80:6 2=

q) c2:cd= n a:avl=
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[a201, an+1’ a2n+3.’2—77 b—27 an—31 bn—17x—2n7 an—37221$3,c87 1.a, 467 62,(33,&]
2. Fasse soweit wie méglich zusammen.
a) (=5n?)-2n-(—2n) = b) (—7a%)-(—2ab)3-(—a’h) =
c) (~6)-(-2a)-(~15a)% (-a)°= d) (=7)(—38)(~6x)- (~y)* =
[80n8, —56a80*, — 2786, — 2axy?]
3. Fasse soweit wie mdglich zusammen.
a) (—ad)*—(—2a)+al?—3a%=
b) (=223 —(—2)3+(-428)+(-2)° -5 =
c) (—2a’b)®— 3a*hb(—4ab)? — (—5a°p?)(—b) =
d) (—a?)?—3a(—3a)+a%(—a?) =
[2a?+ 583,278 — 177°, —61a5b°, %]

4. Forme so um, dass das Endergebnis keine Klammern entitiksisich nicht mehr weiter zusam-
menfassen I&sst.

a) 3M.2"= b) 47°.25°6= 0 (B9 () "= d) () =
&) (“107)°- 0 (C10)°= 9 (F108) = @Y=

[6,10°6 18 "x 2" 1, —10%°, 1070, 10 20, 39]

3 Terme mit Wurzelausdriicken

Der Wurzelbegriff ist uns bekannt. Die Wurzel von 36 ist 6,lvée 6 = 36 ist. Bei Wurzeln missen wir
immer die folgenden zwei Punkte beachten:
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4 Wurzelgesetze

Satz 4 a> 0und b > 0 sind beliebige Terme. Dann gilt:

Satz 5 a> 0,b > 0sind beliebige Terme. Es gilt:

Beispiele

5. Fasse so zusammen, dass im Endergebnis nur ein Wurbelzeiorkommt.

a) V3-V12= b) V72:v2= ) v20:1/5= d) va?
c3d 12r4gt2
e) vbt= N Vg™ 9) V4p2dP = )\ sz =
_ _ 5 /11
) VY2 2= ) &/:5: k) (ava)?= ) V3v2-Vev2=

[6,6,2,a,b% §.2p%, 25 xyz 3.2, 6]

6. Fasse soweit wie méglich zusammen.
a) Vab+3vab—2Vab= b) vab—+/9ab=
c) va+val+vad= ) Vab—./ac— (2/ab+ \/ac)

[2V/ab,—2+/ab, bleibt, —v/ab— 2,/ac]

5 Das Distributivgesetz

Als erstes legen wir fest, wie wir mit einer Kombination voddition, Multiplikation und Klammern umge-
hen wollen. Spater werden wir sehen, dass diese Festlegehtguafallig, sondern in Ubereinstimmung mit

unseren Beobachtungen steht. Das ist wichtig, wenn die évialik fir alltagliche Berechnungen tauglich
sein soll.
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Definition 3 (Distributivgesetz) a,b und ¢ sind Terme. Wir legen fest:

Satz 6 a,b und c sind Terme. Dann gilt:

Beweis:

Ubungen

7. Verwandle die folgenden Produkte in Summen oder Diffesan

a) 5 (8a+7b) = b) 7-(9x—1ly) =
c) 2a-(3u+5w) = d) 11a-(9a+7b) =
e) &b-(%9a—170) = f) 3x%y- (6x%y—5xy?) =
g) 13- (3a+4b—5c+6d) = h) 7-[(9x—11y)+57 =

[40a+ 35b, 63x — 77y, 6au + 10aw, 9982 + 77ab, 72a%b — 136ab?, 18x*y? — 1533, 392 + 52ab — 65ac + 78ad, 63x — 77y + 357
8. Verwandle die folgenden Produkte in Summen oder Diffesar
a) (45e—15f)-(—1)= b) (2W—7W): (~7)=
c) (48%b—168b?): (b= d) (25a8—20a°—55a%) :5a% =
e) (287x%87—205¢%) : 41 =
[—45e+ 15f, —3u+ 11v,4a— 14b, 525 — 4a* — 1122, 7x%46 — 5x164]
9. Multipliziere aus und zahle soweit wie méglich zusammen !

a) 11(7a+3b)+8(5a—2b) =
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b) 7(7a-+3b)—8(5a+3b) =
¢) V2a(v2a++/8b) =

d) 5x(9x 7y) — 8y(5x By) — 32(x* +y?) =
e) £(fa+qb)—3(da—33b) =
f) v12a(v3a+ v/8b) — v6(v/6a+4v/ab) =

[117a-+17b,9a— 3b, 282 + 4ab, 13x? + 16y? — 75xy, 55b,0]

10. Setze an Stelle der Variablen Zahlen (bzw. Mengen) alrpuiife, ob die Gleichheit gilt ! Die Bedeu-

tung der Zeichen aus der Mengenlehre:

e U: Vereinigung
e N: Schnittmenge
e \:ohne
a) a:(b+c)=a:b+a:c?
c) (a-b)y"=a"-b"?
) (a-b):c=(a:c)-(b:c)?
) (

ANB)UC = (AUC)N (BUC)?

b) (a-b)2=a?-b??

d) (a—b) —a2 b??

f (AUB) — (ANC)U(BNC)?
h) (A\B)NC = (ANC)\(BNC)?

A AAYARRATAYY]

6 Multiplikation von Summen und Differenzen

Satz 7 a,b,cund d sind Terme. Es gilt:

Beweis:

Ubungen
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Multipliziere die folgenden Terme mit Hilfe der Substibn aus !

a) (a+b)-(c+d)= b) (a—b)-(c—d)=
Multipliziere aus und z&hle soweit wie moglich zusamrhen

a) (2a+b)-(3b—d)= b) (3a—b)-(c—2d) =

c) (2a+b+3c)-(d—2e) = d) (@+b3-ch (d®+¢€’) =

[6ab — 2ad + 307 — bd, 3ac — 6ad — bc + 2bd, 2ad — 4ae+ bd — 2be+ 3cd — 6ce, a%d? + a?€® 4 b3d? + b3e® — c*d? — c*e?]
Berechne mit dem Distributivgesetz !
a) 772003 = b) 13199 =
c) 739998 = d) 20038 =
Berechne den Flacheninhalt des nebenste-
henden Rechtecks auf zwei Wegen (1.Weg:
Lange mal Breite; 2.Weg: Alle Rechtecke

einzeln berechnen und dann addieren) und
vergleiche die Ergebnisse !

Multipliziere aus und zahle soweit wie moglich zusammen

a) (4a+9b)(3a+2b) —(2a— 3b)(6a—6b) =

b) (5x— 9)(6y+11) (3x+10)(10y—3) =

c) (a+1)(a—2)—(a—3)(a+4) =

d) (b— 1)(b+3 + (0% +3b)(b+1) =

e) (VBx—9)(VBx+5)+(vax—11)(v8x+22) =
f) (VX=5)(2yx—16) - (83— vX)(vX—9) =

Q) (e2 3f2)(3¢? — 5f2) — (36> — 5f2) (e 4 f2) =
h) (4x* —6y?)(6x*+9y*) — (4x* +9y*) =

[65ab, 64x — 154y — 69, —2a+ 10, b + 5b? + 5b — 3, 10x — 4v/6x — 287,3x — 38,/X+ 107, 3¢ — 1762 f2 + 20f*, 20x* — 63y*]
Multipliziere aus und z&hle soweit wie moglich zusamrhen
a) xy(9w+ 11x)(8y —52) = b) a’b(7a—2b)(14a+4b) =

[72wxy? — 45mxyz+ 88x2y? — 55x%yz, 98a*b — 8ah°]
Multipliziere aus und zahle soweit wie méglich zusammen

a) (a+b)(c+d)(e+f)= b) (2a+3b)(a+4b)(3a+b)=
c) (a+b)(c—d)(e—f)= d) (2a+3b)(a—4b)(3a—hb) =

[ace+acf 4 ade+adf +bce+ bef + bde+ bd f,6a% + 35a2h + 47ab? + 12b°%]
[ace—acf —ade+adf +bce—bcf —bde+bdf,6a% — 17a%b — 31ab? + 12b%]

Multipliziere aus und zahle soweit wie méglich zusammen
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a) (at+b+c)?= b) (a+b—c)(a+b+c)=
c) (a+b—c)?= d) (a+b-c)(a—b+c)=
e) (2u—5v+w)?= f) (5a+3b)?— (5a—3b)? =

[a2 + b2 + c? + 2ab -+ 2ac+ 2bc, a2 4 2ab + b? — ¢2, 82 + b? 4 ¢? + 2ab — 2ac — 2bc]
[a2 — b? + 2bc — ¢?, 4u? + 25v2 + W2 — 20uv + 4uw — 10w, 60ab)

7 Binomische Formeln

Ausdricken der folgenden Form werden wir haufig begegnen:
e (a+b)?

o (a— b)z =
e (a+b)(a—b)=

Satz 8 aund b sind Terme. Es gilt:

19. Multipliziere aus und z&hle soweit wie moglich zusamrhen

a) (u+v)?= b) (2a+3b)?=

c) (2a+b)(2a—b)= d) (Bu—-5)?=

e) (12a—11b)? = f) (21x+5)(21x—5) =
g) [3a(4u—5v))* = h) [4(8u—9v)]% =

[+ 2uv+ V2, 482 + 12ab + 9b?, 4a® — b2, 9u? — 30U+ 25, 14482 — 264ab -+ 1217
[441¢ — 25,1446207 — 36082uv + 2253%V2, 102417 — 2304wV + 1296/]

20. Multipliziere aus und zéhle soweit wie moglich zusamren

e f e f 6e b5f 2
O
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21.

22.

2
3
o (3-s) - ) - v -
e) (Va+vhb)(va—vb)= f) (VAu—5v++/4u+5v)2 =
2 3662 252 9u?
[2*5*375 E’ZEHW Efe uv+ 25v2, 8n? — 24np -+ 18p?, a— b, 8u+ 2v/16u2 — 25/2

Erganze die folgenden Gleichungen so, dass sie binbenlsarmeln wiedergeben !

a) (X+..)2=...+..+49 b) (..—4)2=..—48y+...
) (... )2 Ax2 4+ 32X+ ... (ot .)?=...+18X+100
) (= )2 =36 — 243 + f) (..—..)2=..—130a+169
) (Ba+..)(..—5)=..—.. hy (..+..)(..—3c)=—...+4d?

)
I) (- +6)(- )= .—100p°

Schreibe mit Klammern als binomischer Ausdruck, faligtich:

a) b?+10b+25= b) x2—y?=
c) b>—bc—c?= d) 4a?+12ab+9b? =
e) a?+4ab+b? = f) 4a2—b? =

[(b+5)2, (x+y)(x—Yy),nm, (2a+3b)?,n.m., (2a+b)(2a—b)]

8 Summen und Differenzen mit hoheren Potenzen

In diesem Abschnitt geht es darum, Potenzen der Harmb)3, (a+b)?, usw. zu berechnen. Wir kénnen
alles ausmultiplizieren, was sehr mithsam und zeitraub&in®iel schneller geht es mit dem Pascalschen
Dreieck, welches folgendermassen aussieht:

Beispiele:
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e Berechne den Terrfa+b)3 !

LOsung

e Berechnga—Db)°!

LOsung
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23. Berechne die folgenden Ausdriicke mit dem PascalscheisdBrund mit normalem Ausmultiplizie-

24,

25.

ren. Vergleiche danach die Resultate !

a) (a+bh)®= b) (a+b)*=

Berechne mit dem Pascalschen Dreieck und Uberprifeemitidhschenrechner !
a) (3-2)%= b) (2+3)°=

Berechne die folgenden Ausdriicke mit Hilfe des PaskafsDreiecks !

a) (a—h)*= b) (3a+5b)*=

c) (2u—1)°= d) (-a+1)°=

[a* — 4a®b + 6a2b? — 4ab® -+ b*,81a* + 5408°b + 135027 + 15000° + 6257
[32u° — 80u* +80u® — 40u% 4 10u— 1,88 — 6a° + 15a* — 20a8 4 153 — 6a+ 1]



