1.12 Einfihrung in die Vektorrechung
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1 Definition des Vektors

Definition 1 Ein Vektor & ist ein Pfeil mit gegebener Richtung und gegebener Lange.

Einen Vektor mit gegebenem Anfangspuikiund gegebenem EndpunBtbezeichnen wir MIAB. Wir
betrachten Vektoren in der Ebene (2-dim. Vektoren) und imrmRé3-dim. Vektoren).

Auf der folgenden Abbildung sehen wir ein paar Beispiele Vektoren.
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Definition 2 Zwei Vektorer&, b betrachten wir als gleich, d.li= b, wenn sie die gleiche Richtung und die
gleiche Lange haben.

Diese Definition scheint auf den ersten Blick Uberflissigean.sSie sagt aus, dass uns der Anfangspunkt
eines Vektors nicht interessiert. Ein Beispiel dazu:
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Alle diese Vektoren werden als gleich angesehen, obwohtistg am gleichen Ort beginnen. Wenn uns
jemand den Auftrag gibt, einen bestimmten Veld@uf ein Blatt Papier zu zeichnen, dann kénnen wir den
Anfangspunkt auswahlen.

Schliesslich definieren wir noch einen speziellen Vekten Nullvektor.

Definition 3 Der Nullvektor hat die L&nge 0 und eine unbestimmte Richtung.

In der Physik nennen wir Gréssen, die durch Angabe eine¥ekestgelegt werden kdnneviektorgros-
sen(z.B. Geschwindigkeiten, Krafte). Grossen, die schon ldémgabe einer reellen Zahl allein bestimmt
werden kénnen (z.B. Massen, Temperaturen), heiSgatare.
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2 Skalare Multiplikation und Kehrvektor

Definition 4 Ist & ein Vektor und x eine reelle Zahl, so versteht man urdeten Vektor mit defx|-fachen
Lange und mit der gleichen oder entgegengesetzten Rickian®) je nachdem ob x positiv oder negativ ist.

Definition 5 Der Kehrvektorvond ist gleich lang wied, hat aber die entgegengesetzte Richtung. Wir be-
zeichnen ihn mit-a.

Fiir den VektorAB mit AnfangspunktA und EndpunkB ist der Kehrvektor der VektoBA. Beachte, dass
diese Vektoremicht gleich sind, weil sie nicht die gleiche Richtung haben (aber deitlyén Betrag).

3 Addition und Subtraktion von Vektoren

3.1 Addition von zwei Vektoren

Definition 6 Die Summei+ b zweier Vektore undb ist der Vektor, welcher der Zusammensetzung der
Vektorend undb entspricht.
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Definition 7 Die Differenza — b zweier Vektored undb definieren wir als den Vekta@r+ (—b).
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3.2 Addition von mehreren Vektoren

Die Addition von mehreren Vektoren lasst sich zurlickfihmahdie Addition von zwei Vektoren. Ein Bei-
spiel:

Ubungen
1. Gegeben sind die Vektor@nb undz.

— g

a
a) Konstruiere die Vektored+ B, a+c,a— bunda-—¢.
b) Prife, ob das Kommutativgesetz git: b= b+ &.

c) Prife, ob das Distributivgesetz giltg 2 2b = 2(2+b)
d) Kontruiere den Vektod so, dass gilta+2b+d =0

2. Die VektorenAB, BA BC,CB,CD,DC, DA, AD beziehen sich auf das untenstehende Parallelgramm.

Fulle die Lucken aus.
C
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a) AB=.... b) BC=..... c) BA=...
d) DC=.... e) AD=.... f) CB=....

3. Gegeben sind die Vektorénb undg.

el 2

a) Konstruiere den Vektda+ b+ ¢.

b) Konstruiere den Vektor&+ 0.5b+¢.

c) Konstruiere den Vektod—b—¢.

d) Prife, ob das Assoziativgesetz der Addition gt b) + &= a+ (b+¢).

4. Ein Dreieck ABC ist durciAB = ¢ und BC = & gegeben. Der Punkt D ist Mittelpunkt der SeXB.
Driicke die Vektore®AC,AD undCD mit den Vektorerd undc aus.

5. (1.5P.) Gegeben ist ein Parallelogramm mit den Eckpunkt8,C undﬁD und denl Schnittpunkt E
der Diagonalgn, die einander halbieren. Gegeben sind ruvetitorenAB = & und BC = b. Driicke
die VektorenAC und ED mit diesen beiden Vektoren aus.

6. Gegeben ist ein Spat (ein von sechs Parallelogrammeerioggr Korper, siehe untenstehende Zeich-

H G
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4 algebraische Darstellung von Vektoren

Bisher haben wir Vektoren nur gezeichnet. Wie kénnen wir ggrmandem am Telefon mitteilen, um wel-
chen Vektor es geht ? Ganz einfach, indem wir das Koordisgtgam zu Hilfe nehmen. Genauso wie wir
einem Punkt Koordinaten zuordnen kdnnen, kdnnen wir augmeMektor Zahlen zuordnen, die sogenann-
ten Komponenten. Auf der Ebene hat ein Vektor zwei Kompare it undy-Komponenten), im Raum sind
es drei Komponenterx{, y- undz-Komponenten).

Beispiele

e Wir betrachten den Vektd in der Ebened = (g) Der Vektor geht um 4 Einheiten mRichtung und
um 3 Einheiten iry-Richtung.
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e Wir betrachten den Vektds in der Ebeneb = (:i). Der Vektor geht um 2 Einheiten in die negative
x-Richtung und um 4 Einheiten in die negatiRichtung.

2
e Wir betrachten den Vektaim Raum:C= | 2 |. Der Vektor geht um 2 Einheiten kRichtung, um
1
2 Einheiten iny-Richtung und um 1 Einheit izRichtung.

Uberlegen wir uns als N&chstes, wie wir die Lange eines Vekierechnen kénnen:

Definition 8 Gegeben ist der Vekt@r= (Zi) . DerBetrag(L&nge) |d| vond definieren wir folgendermas-

sen:|d = /a2 +a2.

a1
Definition 9 Gegeben ist der Vekta= | a, |.DerBetrag(Lange) |& vona ist: |a| = /a2 + a3+ a3.
az

Ubungen



Vektorrechnung 05.06.2008 Theorie und Ubungen 9

7. Zeichne die folgenden Vektoren in ein Koordinatensystam

3 a-(3) 5 5= () 0 e=(73)
0 a-(75) 0 e ()

8. Berechne die Lange der folgenden Vektoren:

) (1 3
a) a:<2) [ve] b) b=[ -2 [vid c¢) c=| -4 [5]
3 0

9. Bestimme die Lésungsmenge der folgenden GleichungepetiRien) !
a) x*=81 b) x¥*—-64=0 c) x¥*-19=6
d) ¥*—4=0 e) ¥*—x—6=0 f) x*—8x—19=1

[£9,48,+5 42 {-2,3},{—2,10}]
10. Furden Vekto? = (x3) gilt: [V| = 5 Berechnex. [x12 = +4]
11. Furden Vektov = (4|y|8) gilt: |V| = 12 Berechng. [y12==+8]

12. Der Vektorv = (x]y|3) hat die LangelV| = 7 und diex-Komponente ist um 8 grosser als die
Komponente. Berechneundy. [xx=2,y1=—-6;% =6,y1 = 2]

5 algebraische Grundoperationen mit Vektoren

Wir wollen nun die Grundoperationen bei Vektoren definiedia algebraisch dargestellt sind. Diese Defi-
nitionen sind so gewahlt, dass sie mit den geometrischederusorderen Abschnitten tbereinstimmen.
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ar b1
Definition 10 Gegeben sind die Vektorén= (a2> undb = <b2> . Unter derSummea+ b verstehen
as b3

. a1 +by
ad+b=| ay+by

az+ bz

wir:

ar b1
Definition 11 Gegeben sind die Vektorén= (az undb = (bz) . Unter derDifferenz d— b verstehen
as b3

. a;—b
a—-b a2—b2

ag—Dbs

wir:

a
Definition 12 Gegeben ist der Vektd = (az) und xe R\{0}. Die skalare Multiplikation x- & des

ag
Vektorsa definieren wir folgendermassen:

X-ag
X-d=| x-a
X-ag

ap
Definition 13 Gegeben ist der Vektar= (8.2) . Unter demKehrvektor—a verstehen wir den Vektor
as

Beispiel

Gegeben sind die Vektorénb undg. Berechne den Vekta}é+ 3-b—2-8 wenn

SENERE



Vektorrechnung 05.06.2008 Theorie und Ubungen 11

Ubungen

13. Gegeben sind die Vektor&nb undg. Berechne die Komponenten des Vektdrs 33— 2b— & wenn

(5]
-3\ » 2 0
a(2) o= (3) e ()
14. Gegeben sind die Vektorgnb und €. Berechne die Komponenten des Vektdrs- &+ 2b — 0.5¢,

1
wenn [(2)]
3
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6 Der Abstand zwischen zwei Punkten

6.1 Die Bildung eines Vektors aus zwei Punkten

Wir betrachten ein Beispiel:

Frage 1: Gegeben sind die Punki&a;|az|as) und B(by|bz|bs). Wie lauten nun die Komponenten des
VektorsAB ?

Uberlegung: Wir nehmen einfach die Differenz bei de; y- undz-Komponente.

. b1 —ag
Antwort: AB= [ b —ap

bz —as

Frage 2: Gegeben sind die Punk#ga; |ay|as) und B(bz|bz|bs). Wie gross ist der Abstand zwischen den
beiden Punkten ?

Uberlegung: Wir bilden zuerst den VektoAB und berechnen danach die Lange dieses Vektors. Die Lange
entspricht gerade dem Abstand zwischen den zwei Punkten.

Antwort: Der Abstand betragﬁ)ﬂ = /(b1 —a1)2+ (b —a)2

6.2 allgemeiner dreidimensionaler Fall

Wir rechnen gleich wie beim zweidimensionalen Fall, eihfagt einer Komponente mehr.

. bi—a
e AB= bz—az
b3 —ag
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o |AB| = /(b1 —21)2+ (b; — ag)? + (b3 — a)2

6.3 Ein Abstandsproblem
Aufgabe: Welche Punkte auf dexAchse haben voR(—6|3|7) den Abstand 7 ? d=52=9
Ubungen
15. Gegeben sind die Punkte A und B. Berechne den VekBpwenn
a) A(1)2]1) undB(1]4|5) b) A(2|0|6) undB(1|4|0)
() ()
4 -6
16. Berechne den Abstand zwischen den PunktandB, wenn
a) A(2/4/5) undB(0|1|4) [vVid b) A(—4|—2|3)undB(-1/—3|-2) [v35]
17. Berechne den Umfang des Dreie®4BC, wobeiA(—1| — 3),B(3| — 3) undC(8|9). [32]
18. Wie mussy gewahlt werden, damit die Strecke mit A(7|1|5) und B(6]y| — 3) die Lange 9 hat ?
[y1=-3y,=9]
19. Welche Punkte auf derAchse haben voR(2|3| — 6) den Abstand 9 ? X[ =—4,% =g
20. Bestimme zeichnerisch und rechnerisch den PBraaf derx-Achse, der vorA(—2|1) und B(4|5)
gleich weit entfernt ist. [P310)]
21. Welcher Punk® auf dery-Achse ist vorA(7|0| —4) undB(—3|1| — 7) gleich weit entfernt ?d(o| - 3/0)]
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7 linear abhangige Vektoren und kolineare Vektoren

Definition 14 Gegeben sind 3 Vektorein= ( g; ),B: ( E’é ) undé’:( g; ) C istlinear abhangigvonda
undb, wenn es X,¥ R so gibt, dass giltt = x-a+y-b.

Beispiel: Ist der Vektore linear abhangig von den Vektor@undb, wenn

- o (3) 6= (3) we- ()
(4) = (3) v (5)=0C3)+ (33 - () (2) - (ar2)

8_:x+2y
teﬂ3:3x+4y ‘

Es entstehen zwei Gleichungen mit je zwei Unbekanr{

Wir 16sen die erste Gleichung naglauf: x = 8 — 2y.

Wir setzen firx in den zweiten Gleichung-8 2y ein.

18=3(8—2y) +4y=18=24—6y+4dy= —6=—-2y=y=3

Wir setzeny = 3 in die erste Gleichung ein:8x+2-3=8=x+6=x=2

. 8\ 1 2 o . >
Damit: (18) =2 (3> +3- <4> = Cist linear abhangig vod undb.

a1 b]_

Definition 15 Gegeben sind zwei Vektor@n= | a, | undb=| b, |. a undb sindkolinear (parallel)
ag b3

zueinander, wenn es eine ZahtR so gibt, dass gilta = x- b.

Beispiel:

3 9
Sind die Vektorerd = (4) undb = ( 12) kolinear zueinander ?

o
(9 (2)
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e Bei allen 3 Komponenten gilk = % Danmit sind die Vektore@ undb zueinander kolinear.

Ubungen

22. Prife, ob der Vektct linear abhangig vod undb ist.
a) d= (‘é) b= (i) unde = (‘Z)
b) a= <g) b= <_g) undc = <_1§)
c) a= (g) b= (é) undg = (12)

23. Sind die Vektored undb zueinander kolinear (parallel), wenn

—4 (12
d=( 2| undb=[ -6]2
1 -3



