3.1 Logarithmen
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1 ,Monate werden zu Tagen *

Betrachten wir folgende Tabelle:

273 272 271 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212
0125/ 025 05| 1| 2| 4| 8 |16| 32| 64| 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

Ubung

1. Berechne folgende Produkte ohne Taschenrechner, nttilfieitder Tabelle.
a) 16 256= b) 0.25-512= c) 0.125-4096=

2. Berechne das Produkt 1856 mit Hilfe der schriftlichen Multiplikation. Vergleighdie Anzahl der
Berechnungsschritte mit denjenigen der Aufgabe 1(a).

Diese Idee, eine Zahl einfach als Potenz zu einer bestimBdsis zu schreiben und dann die Potenzregeln
anzuwenden, brachte die Mathematik enorm voran. Die uméaigen Berechnungen, die vor allem in der
Astronomie (z.B. Keplersche Gesetze) notwendig waremptamstark vereinfacht und damit beschleunigt
werden. Eine Aussage von Laplace (ein bedeutender Matilemain 1750), der mehr als 150 Jahre (1)
spater lebte, verdeutlicht den hohen Wert dieser Idee:

.Diese Erfindung verringert den Arbeitsaufwand von MonaahTage. “

Die obige Tabelle taugt natirlich nur dazu, das Prinzip auleetlichen. Sie ist sehr Liickenhaft, Berech-
nungen wie z.B. 327456 konnen nicht durchgefuhrt werden.

Ubung

3. Dricke die Zahl 5 als-2 aus, mit Hilfe der Hoch-Taste des TR. Berechne dabei 3 &tableh dem
Komma (.,...).

Die letzte Ubung hat uns gezeigt, wie mithsam einer solchgoient zu berechnen ist, wenn es “nicht schon
aufgeht”. Bestimmte Mathematiker, die nattrlich keinenfig®en (fur die war es also noch viel miihsamer),
verbrachten fast ihr ganzen Leben damit, solche Tabellagliom$t [ickenlos aufzustellen. Einer davon war
Jost Birgi aus der Schweiz:
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Birgi wartete allerdings bis ca. 1620 mit der Verdéffentlioly seiner Tafel. Naper, ein anderer Mathematiker,
veroffentlichte seine Tafel, die er unabhéngig von Burgtellt hatte, bereits um 1614.

2 Der Logarithmus

Als erstes wollen wir kurz den Bezug zum ersten Abschnitstedien. Bei der Ubung 2 haben wir die
Frage gestellt:’2= 5. Dieser Zahk sagen wir log5 (gesprochen: Der Logarithmus von 5 zur Basis 2). Wir
definieren:

Definition 1

Am Anfang ist es schwierig, einen Logarithmus direkt ausfinition zu berechnen. Wir werden deshalb
ein Rezept kennenlernen.

Gehen wir als Hilfe schnell zum Wurzelbegriff zurtick:

Nun zum Logarithmus:

Frage: Wieviel ist log, 8 ?



Logarithmen 10.08.2009 Theorie und Ubungen 5

Antwort:

Wir mussen uns einfach tUberlegen: 2 hoch wieviel gibt 8 ? Diasims genau das Uberlegen mussen, ist
wiederum Abmachungssache. Wir kdnnen hier also nicht lséralen, was wir uns tUberlegen missen !

Beispiele:

[ ] |Og39=
e log,64=

Ubungen

4.

Berechne die Werte der folgenden Logarithmen.

a) log81= b) logs25= c) log,16=
d) log;,144= e) loggl= f) Iogm%):
9) logys8= h) log,(0.01= i) log,82%=

lg ist die Abkurzung fir log,. Berechne die Werte der folgenden Logarithmen.

a) lg10 = b) 1g10000= c) lg0.0001=
[7.4,-4]
Berechne die Werte der folgenden Logarithmea R™,nc N).
a) log1= b) log,a= c) log,a® =
d) log,a"= e) Iogal%1 = f) Iogaa—l2 =
9) log, 3 = h) log,\/a— ) log, ¥a=
[0,1,2,n,~1,-2,-n,3,1

In (natdrlicher Logarithmus) ist die Abkulrzung fiir |[ogvobeie = 2.71... die Eulersche Zahl ist.
Berechne die folgenden nattrlichen Logarithmen.

a) Ineé®= b) Ini= c) Ine=
d) Ine= e) In(in(e)) = f) enle =
g) In0=

[2,-1,1,1,0,€2 kw.]

Schreibe einen Logarithmus auf, der den folgenden Weitbter
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9.

10.

11.

a) 4 b) -2 c) 1

Bestimme die Losungsmenge der nachfolgenden Gleicluindg® Gib Dein Ergebnis in der Forin
=..an.

a) log,64=3 b) log;x=3 c) loggx=-2

d) loggx=0.5 e) log121=2 f) logx16=2

g) logo49=13

[L ={4},L ={8)},L ={0.04},L = {3},L = {11},L = {16},L = {+49}]

Lose die folgenden Gleichungen !

a) In(x)=0.5 b) In(ef) =x c) In(in(x))=1
[€°5,R,€f]
Berechne die Werte der folgenden Logarithmen ohne €asebhner !
a) 4007 — b) 10°%0121— c) 100°%00VT —
d) a%%7 = e) enlo— f) &=

[7,121,/m,7,10,5]

3 Der Basiswechsel

Frage: Was ergibt log7 ? Der TR stellt leider nur der Logarithmus zur Basis 10 und ldegarithmus zur
Basise zur Verfigung (manche noch den Logarithmus zur Basis 2).ae konnen wir einen Logarithmus
zur Basis 3 berechnen ?



Logarithmen 10.08.2009 Theorie und Ubungen 7

Wir konnten also den Logarithmus zur Basis 3 auf den Logawiih zur Basis 10 umrechnen, der auf dem
TR vorhanden ist.

Ubung

12. Lose die folgenden 3 Teilaufgaben:

a) Zwischen welchen beiden natirlichen Zahlen lieg B5¢?
b) Berechne mit dem obigen Verfahren @&y .

c) logz7 und log27 waren konkrete Beispiele. Kannst Du eine allgemeine Wihmengsformel
notieren fir logb ?

Satz 1

Konkret sagt dieser Satz aus, dass es reicht, den Logasthmainer (beliebigen !) Basis zu kennen. Dies
war nattirlich besonders von Vorteil, als die Tafeln noch Mamd berechnet wurden.

Ubung

13. Berechne mit Hilfe des obigen Satzes die Werte der falgehogarithmen ! Runde das Ergebnis auf
2 Stellen nach dem Komma.

a) log,9= [159 b) log,15= [391 c) logz1l2= [2.24
14. Berechne auf 4 Ziffern genau:
a) logs(log,35) = b) logs(5—1og,7) =

15. Die Hohe liber dem Boden kann aus dem Luftdruck nach denefor
h=184km-log,, (F;O)

bestimmt werden; dabei igh der Luftdruck am Boden. In welcher Hohe befindet sich an eifiag

mit pp = 1010 hPa ein Messballon, wenn ein mitgefiihrtes Baromatenddruck von 900 hPa anzeigt
2

16. Berechne ohne Taschenrechner.
a) log4-log,5-logs9 = b) log,b-log,a=
c) log,(b?):log,b= d) logb:log,b=
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4 Die Logarithmenregeln

Zuerst eine einfiihrende Ubung:

Ubung

17. Fulle die Lucken aus mit Zahlen odef— | - | :-Zeichen. Uberpriife nachher Deine Losung mit Nach-
rechnen.

Es gelten die folgenden Logarithmenregeln:

Satz 2 Es gelten die folgenden Gleichungen:

Beweise
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Ubungen

18. Schreibe als ganze Zahl.

19.

20.

21.

a) log(27-9) = b) log,(8-16) = c) log, (16°) =
d) log,(2)+log,(8) = e) log(54) —logz(2) = f) log,(48)—log, (3) =
[5,7,20,2,3,4]
Wende die Logarithmengesetze (von links nach rechtg)iaindt oft an.
a) log, (bc) = b) log, (b(c+d)) = ¢) log, (pg-+pr) =
b
2 _\2) = — - =

d) log, (4x* —9y?) e) Iogac f) IOgac+d

1-x2 : 4
9) log o5 = h) log,b®= i) log,(b+c)* =
. 1
)] Iogagz k) log,v/s=

[IOgab + IOga c, IoQa b+ IOga(C+ d), IOga p+ IOga(q + I'), IOga(2X+ 3Y) + Ioga(2x— 3Y)7 IOga b— IOQaC: IOgab - IOga(C+ d)]
1
[loga(1+x%) +10gy(1—X) —log,(x+Y) — log,(x—y),3log, b, 4log, (b +c), —2log, ¢, EIoga sl

Forme so um, dass im Ergebnis nur ein log-Zeichen vorkioomah dass vor dem log-Zeichen keine
Zahl steht !

a) log,m+log,n= b) 3logm=
C) %Iogam: d) log,b+log,c—log,d—log,c=
e) 3logb+2log,c—4log,d= f) 2log,x+3log,y—5(log,u+log, V) =

[1oga (M), log P, loga v/ logs (§) loga (¢ ) loga (2% )]
Gibx als Dezimalzahl an. Runde Dein Ergebnis auf zwei Stelleh dacn Komma.
a) x=Ig(2.46-1078%) [7800.3§ b) x=1Ig(9.87-10 %>%3) [-6542.0
c) x=1In(7.23-10°°73) [11682.99 d) x=log, (2.84-1046%) [-15468.7]

5 Exponentialgleichungen

5.1

einfache Exponentialgleichungen

Beispiel: 5 = 14
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Ubungen

22. Lose die folgenden Exponentionalgleichungen. Runda Begebnis auf zwei Kommastellen. Kon-
trolliere Dein Ergebnis durch Einsetzen.

a) X=11 b) ¥ =0.052 c) 08 =0.005
d) e*=100 e) 1G = 0.1997 fy #X=3

[3.46,-2.69,23.74,-4.61,-1.43,0]32

5.2 Exponentialgleichungen, die sich mit Zusammenfassen Eslassen

Beispiel: 3% 4 322 = 100

Ubungen

23. Lose die folgenden Exponentionalgleichungen. Runda Begebnis auf zwei Kommastellen. Kon-
trolliere Dein Ergebnis durch Einsetzen.

a) 24X+ 24><+5 — 99 b) §X+1 _ 53X—1 —48 C) 5(—1 16X = 6X+1 _ X
[0.396;0.48;-7.8B

5.3 Exponentialgleichungen, die sich mit Substitution lI6selassen

Beispiel: 9*—2-3*-8=0
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Ubungen

24. Lose die folgenden Exponentionalgleichungen. Runda Begebnis auf zwei Kommastellen. Kon-
trolliere Dein Ergebnis durch Einsetzen.

a) 104 10* =600 b) X4+3=4 c) €=1+eX

[1.38;1.20;0.4B

5.4 Exponentialgleichungen aus der Finanzmathematik

Beispiel .
q -1
Ko=R
° a(a-1)
Ubungen
25. Lose die folgenden Gleichungen nachuf.
91 oy 91
a) an—al'q_l b) KO—RQW
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6 Logarithmusgleichungen

Beispiel: log,(x— 3) —log, 6 = log, 7 — log,(x— 4)

Ubungen

26. Lose die folgenden Gleichungemg R™).
a) 3log,x=2log,8 b) log,(x+4)+log,(x) = log,(x+ 1)
c) log,x?—log,8=log,8—log,27 d) 1log,(x+1)=log,10—log,2
e) log,(x+9) =4+log,(x—6)

[4]0.304-1.54|24|

7 Anwendungen von Logarithmen

7.1 Die Lautstarke

Die Lautstarke wird inV/ /m? gemessen. Die Messwerte, die dabei herauskommen, sintisebiskleine
Zahlen. Mit Hilfe des Logarithmus rechnen wir diese Zahlerum, dass wir besser handhabbare Zahlen
erhalten. Die Umrechnungsformel sieht so aus:

J
L =10log <J>
o

wobei:

e L : Lautstérke in dB (Dezibel)
e J: Schallintensitat der Quelle (z.B. Sanger,Auto,...)

e Jp: Schallintensitat der Horschwelle (das ist die Lautstadie gerade nicht mehr gehért wird)
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27. Welche Lautstérken (in Dezibel) gehoren zu folgenddralintensitéaterd ?

a) J=JX b) J=10-J c) J=100-Jo
28. Welche Schallintensitatel) ausgedriickt als Vielfache valg gehdren zu den folgenden Lautstarken
?
a) 0 Dezibel (Horschwelle) b) 20 Dezibel (Flistersprache)
c) 40 Dezibel (Unterhaltungssprache) d) 60 Dezibel (Sbmaschinengeklapper)

e) 80 Dezibel (Motorrad mit Schalldampfer) f) 100 Dezibeldf@rrad ohne Schalldampfer)

g) 120 Dezibel (Flugzeugmotor in 4m Ab- h) 130 Dezibel (Schmerzgrenze)
stand)

29. Ein Sanger erzeugt eine Lautstarke von 65 Dezibel.

a) Welche Lautstérke erzeugen 2 Sanger ? [68.01dH
b) Wieviele Sanger braucht es fur die Lautstarke 75 Dezibel ? [10 sangdr

7.2 Die Berechnung der Anzahl Ziffern einer Zahl mit dem Zehner-Layarithmus
e 109;(500=2,...
e 109;(5000=3,...
e 109,7100= 2, hundert ist aber dreistellig

e 100;71000= 3, tausend ist aber vierstellig

Mit folgendem Rezept kann man die Anzahl Ziffern berechnen:

Ubung
30. Berechne die Anzahl Ziffern.
a) 7 b) (9°)°
31. Welche der beiden Zahlen ist grosser ?

a) 2000gger 3261 b) 310000pder 4000
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8 Die Logarithmusfunktion

Die Logarithmusfunktion ist folgendermassen definiert:

Definition 2

Wie sieht der Graph einer Logarithmusfunktion aus ? Das kbnatiirlich darauf an, welchen Wert wir fur
den Parameta einsetzen. Setzen wir mak= 2. Wir erhalten die folgenden Wertetabelle:

X 025/05]1|2|4)|8
log, x

Wir zeichnen die Punkte ins Koordinatensystem ein:

32. Skizziere die Graphen der Funktionemit den folgenden Vorschriften:
a) f(x)=logsx b) f(x) =loggsX
33. Stelle rechnerisch fest, ob der angegebene Punkt dbedmterhalb oder auf dem Graphen mit der
Vorschrift f (x) = log, x liegt.
a) PL=(7]3) [oberhaly b) P, =(32]5) [auf]
34. Bestimme, falls moglich, die Basis der Funktibmit der Funktionsvorschriff (x) = log, x, wenn
der PunktP auf dem Graphen der Funktion liegt.

a) P=(16]2) [a=4] b) P=(0.125|3) [a=05]
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9 Zusatzaufgaben

35. Wie heisst die Endziffer (=Einerziffer) vort™; welche Ziffer steht am Anfang ? (Hinweis: Betrachte
den Zehnerlogarithmus dieser Zahl).

36. Wieviele Endnullen hat die Zahl 58 ? Mit welcher Ziffer beginnt sie ?
37. Welches ist die erste und die letzte Ziffer vdfi% ?
38. Welches ist die erste und die letzte Ziffer @f)*,(7")” und (3%)° 2

10 Anhang

Artikel aus SPIEGELOnline zur grossten bisher gefundenenz2hl.
(http://www.spiegel.de/wissenschaft/mensch/0,154334 7,00.html)

9.808.358 ziffern, Punkt nicht mitgezahlt: Das ist die neuste grésste Primzahl. Zwei US-amerikanische
Mathematiker haben ,M32582657“ entdeckt - mit Hilfe von 700 Canputern, die neun Monate lang
gerechnet haben.

9.808.358 Stellen hat die neue grosste bekannte PrimzahitDst sie zwar rund 650.000 Ziffern langer
als die vorherige Rekordprimzahl - aber noch nicht lang gedie erste Primzahl mit mehr als zehn Millio-
nen Stellen sein. Fur diesen Zahlenwurm hat die Electroraotier Foundation namlich ein Preisgeld von
100.000 US-Dollar (79.266 Euro) ausgelobt.

Mengen-Lehre: Rund 2500 eng bedruckte DIN-A4-Seiten wididaeu entdeckte 44. Mersenne-Primzahl
umfassen

Mengen-Lehre: Rund 2500 eng bedruckte DIN-A4-Seiten widideneu entdeckte 44. Mersenne-Primzahl
umfassen Neun Monate lang rechneten 700 Computer - dankteputie Rechner die neue Rekordprim-
zahl aus. Damit brachen die federfihrenden US-MathenraGketis Cooper und Steven Boone von der
Central Missouri State University ihren eigenen Weltrekdm Dezember 2005 hatten sie eine Primzahl
mit 9.152.052 Ziffern entdeckt. Dass die kurzlich gefurelgahl wirklich neuer Rekord ist, hatten Kollegen
schon bestétigt, berichtet das Internet- Primzahlenktr&@émps (Great Internet Mersenne Prime Search).

Bei dem Rekord handelt es sich um die 44. bekannte sogenitarsenne-Primzahl. Solche - nach dem
franzoésischen Monch Marin Mersenne - benannte Zahlen beescsich nach der Formel 2n-1.

Die neue Rekordzahl ergibt sich aus 232.582.657-1 und wésWwdgen ,M32582657“ genannt. Wie es

aussieht, wenn sich fast zehn Millionen Ziffern ohne Pumid Komma aneinanderreihen, sehen Sie hier:
Das erste Zehntausendstel - die 44. bekannte MersenneddinDiese Zahl von einem einzigen Computer
berechnen zu lassen, hétte laut Gimps mehr als 4000 Jataaared

Primzahlen, also natiirliche Zahlen, die sich nur durch 1siod selbst ohne Rest teilen lassen, sind von
wissenschaftlichem Interesse, aber auch fur die Signetalgeingstechnik und fir Verschlisselungsmetho-
den von Bedeutung. ,Zudem fordert das Primzahlenprojegtiateresse an der Mathematik, indem es die
Fantasie der der jungen Teilnehmer anspornt”, sagte G&doffenan, der Gimps 1996 gegriindet hat.



