2.3 Potenzen

(Thema aus dem Bereichen Algebra)
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1 Einfuhrung in den Begriff der Potenz

Zahlen kdnnen unterschiedlich geschrieben werden. Windebis jetzt die Dezimalschreibweise und die
Bruchschreibweise. In der Dezimalschreibweise notiergrz\B. 0.25, wahrend wir in der Bruchschreib-
weise die gleiche Zahl mi% darstellen. Beide Schreibweisen habe ihre Vor- und Ndehted kann z.B.

2 1 in der Bruchschreibweise leicht berechnet werden, wahdéesl in der Dezimalschreibweise mit
mehr Aufwand verbunden ist. Wir lernen nun noch eine weiBaiereibweise fir (geeignete) Zahlen ken-
nen: Wir schreiben Zahlen als Potenzen. Diese neue Scleisibwignet sich besonders, um sehr grosse
oder sehr kleine Zahlen darzustellen.

2 Repetition: Potenzen mit nattrlichen Exponenten

Definition 1 Das Produkt von gleichen Termen wird folgendermassen z2usaigefasst:

a-a-a-....a=a"
N——

n—mal

Wir erhalten sofort das erste Potenzgesetz:

Satz1 mne N, a€ R. Dann gilt:

av-am=a""m (N1) ‘

Beweis

e d"-am"=g-a-a-...-a-a-a-a-....-a=a-a-a-...-a-a-a-a-.....a=atnm

n—mal m—mal (n+m)—mal

Weiter gilt:

Satz2mne N, n>m, a€ R. Dann gilt:

a':a"=a""m (N2 ‘

Beweis

n—mal

———
n
. a”'am:a—: a-a-a-a-....-a:aan

am a-a-a-....-a
N————

m—mal

Das dritte Gesetz:

Satz3mneN, ae R. Dann gilt:

(&))" =a"™ (N3) |

Beweis
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m-mal
——
. (an)m:an.an.an'm"an —gntnN+n+..+Nn_ gmn
N——————

m—mal

Es folgen noch zwei Potenzgesetze zu Potenzen mit gleicms B

Satz4 ne N, a,be R. Dann gilt:

b = (ab)" (N4) |

Beweis

e d"b"=a-a-a-..-ahbb..b=abab-ab- .. ab=(ab)"

n—mal n—mal n—mal

Satz5ne N, abeR. Dann gilt:

a":b"=(a:b)" (NS)‘

Beweis
n—mal ]
e = (§)
n—mal n—mal
Ubungen

1. Schreibe als Potenz der Fogh

a) 212.2%= b) al?.ad =
€) X*-x= d) (x+1)° (x+1)°=
e) \@.\@4.\@7: f) XL xll-n
g) 512:5°— hy V30 P
) afnatt= D (a+b)7: (a+b)t =

[237,a15,56, (x+ 1)12,56, x"+12,53 217 4 (a+ b)?]

2. Schreibe als Potenz der Foah

a) 158.28= b) 0.015.100C =
o) ViZt V3= d) (¢E+1)4(\/371)4:
e) 6:3%= ) V8 :v2 =

g) (4abg": (2ac)" =
[30%,10°,63,4% 2%, 27 (2b)"]
3. Schreibe als Potenz der Foah
a) (&%= b) (X°)°=
C) (XZ)nJrl d) (nn)n
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10.

[a24, x36 x2ni2. nn2]

Schreibe so um, dass im Schlussergebnis nur ein Expondriaine Klammer vorkommt.

a) (—a*)°’= b) ((-a)*)°®=
[7a127a12]
Schreibe als Dezimalzahl. Die Varialsteht jeweils fir eine nattrliche Zahl.
a) (-1)-(-1)°(-1)°= b) (-1)*
2n
x—1 B
[-1,1,1]

Finde mit Hilfe der Potenzgesetze heraus: Welche(r)/Zahth muss fiix eingesetzt werden, damit
die Gleichung erfillt ist ?

a) $.3=3" b) 9.2747.2/=2"
c) 5.5%9420-520=5" d) 22+4_8.2a =X
e) (53)": (5%)° =5 f) (100t00)*%— 10

[8,11,22,a+3,2,20004

Entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig odertadsd und begriinde Deine Entscheidung.

a) 2600 < g167 [I‘] b) 21000 - 13300 [f]
) 45.10°5-4.10P4 < 10100 [ d) 05.1015.4.101%— (3.1077) []
e) (299) 101 _ (2101)99 [I’] f) (55)5 _ 5(55) [f]

Berechne ohne TR: Wieviele Sekunden bendtigt ein Licitstvon der Sonne zur Erde, wenn die
(mittlere) Entfernung der Erde von der SonnB-1.0'*m und die Lichtgeschwindigkeit-30® m/s
betragen ? [5004

Aus wievielen Ziffern besteht die Zahl
a) 1007 [201] b) 10000007 [3001]
Beantworte mit ja oder nein und begriinde: it 2

a) eine Quadratzahl ? b) eine Kubikzahl ?

3 Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Wir haben die Potenzgesetze bis jetzt erst fiir die nati@lictahlen definiert. Beim Satz 2 gilt zuséatzlich
die Bedingung, dass > m sein muss, weil sonst ein negativer Exponent aufgetretea.\v@&hauen wir
mal, was es geben wiirde, wemn> nist. Wir wahlenm= 3 undn = 2:

?:3¥=3"1

Mit welcher Zahl aus dem Dezimalsystem kénnen wit 8innvoll darstellen (,ubersetzen*) ?

32:3%=9:27= 1. Die geeignete Zahl ist alsh Ein weiteres Beispiel:
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32:30 =32

Mit welcher Zahl aus dem Dezimalsystem kénnen wif 3innvoll darstellen ?3:3* =9 :81= %. Die
geeignete Zahl ist alsy oder 3. Somit legen wir fest:

Definition 2 a< R*, ne N. Dann legen wir fest:

1

-n_ =
a =

Wahlen wirn = m. Dann erhalten wir z.B.:

F:¢=3°

Mit welcher Zahl aus dem Dezimalsystem kénnen wWirstnvoll iibersetzen 723 32 = 9: 9= 1. Die
geeignete Zahl ist also 1. Somit legen wir fest:

Definition 3 a < R™. Wir definieren:
=1
Wir kdnnen unsere Regeln erweitern:

Satz 6 Es seien & R",be R";z,2 € Z. Dann gilt:

at.a?=a%t2 (Z1)

al:a?=a%"% (Z2)
(a?)?2 = a2 (Z3)
at-b? = (ab)® (z4)

a?:b% = (a:b)2 (Z5)

Die Satze lassen sich mit den gleichen Ideen wie die Satzeeivbisen, jedoch aufwendiger. Wir verzich-
ten an dieser Stelle auf diese Beweise.

Ubungen

11. Schreibe als gewdhnlichen Bruch oder, wenn méglictgatze Zahl.

a) 23= b) 32=
) —27°= d) (-2)°=
e) (-3)°= fH 3=

e e

12. Schreibe als Potenz mit einer moglichst kleinen natiielh Zahl als Basis und einem Exponenten
ausZ.

11 11 1
[§7§77§7277277717879]
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3271

13. Gib die Wissenschaftliche Darstellung der Zahl an. Eispiel: 000745= 7.45.1073

a) 0.91= b) 0.0669 =

c) 0.00000013456 = d) 287-10 7=
e) 0099-10 12= f) 0.0055 10 6 =
g) 90909-10 %= h) 0.0000032 10" =
i) 11200000006= j) 8145060=

[9.1-1071,6.69-1072,1.3456.10 7,2.527-107°,9.9-10 14 55.107°,9.0909 10 2,3.2-102,1.12- 100 8.15. 10°]
14. Ordne die Zahlen$,10°3,274,2-10 10-2 32 nach aufsteigender Grésse.
[2710<10%<102<3 3 <24 <37
15. Berechne fix = -2,-3
a) 27 b) 2¥427%
[3,1,4.258.125

16. Das Produkt aller Zahlen jeder Zeile, jeder Spalte undebeDiagonalen ist gleich'2. Fiille die

Tabelle aus.
211 | p-2 28
20 23
22| 27
271 210

[273,25,26,24 2 29 2-4]

17. Bringe die folgenden Terme auf die Foath(n € N).

a) §~2_8: b) 5—4.5—6:
c) 36.36= d as3a=

e) N3 .0-3 _ f) xN.x =
g) #:471= hy 54:53=
) a':avl= ) dd:d "=

[273! 5710, 1, an—37 2n, X*Zﬂ~ 4_('3~ 5717 a, dl"l+3]

18. Bringe die folgenden Terme auf die Foath(n € N).

a) (32 °= b) (62)°=
c) (5%) %= d) (7=
e) (a?)"= H (b")?=
9) ()" = h) (@) * =

[36 66561 g2 p2n c2n-2 d76n]
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19. Forme so um, dass im Schlussergebnis keine Klammer urelmixponent vorkommt.
a) (—10%)°= b) ((—10%)°=
0 (~10F) = d) ((-109) "=
[-107°,107°,10-20,107]
20. Bringe die folgenden Terme auf die Foafh(n € N).
a) 4°.25°5= b) 5101471010
c) 127%:67 %= d) 18267 =
[10°6, (7%)~10,2-% 3-21]

21. Forme soum, dass im Schlussergebnis nicht mehr wekganaumenfasst werden kann und dass keine
Klammern und keine negativen Exponenten vorkommen.

a) (4a3.5a2) : 10a° = b) (10a3+4a2?).2a% =
) (10a3+4a?):2a= d) (10a3:5a?).2a% =
( -3 5a—2) 1283 — f) (a2n+1 . a—n) ‘a2 =
(a2n+l aZn— l) a2 —

2 5 2 1
—8a+20—+—4a2 a"11]

22. Schreibe als gewdhnlichen Bruch.

« -2 « -2 « —4 « —4
2 _ 1 A N _ 1.
23. Schreibe als Dezimalzahl. Begriinde jeden einzelnentSuiit einer Potenzregel oder einer Defini-
tion.

a) (a—b)%: (b—a)'° [1 b) (a-b)’-(b-a) "= [-1]

24. Forme so um, dass im Schlussergebnis nicht mehr weisanrmengefasst werden kann und dass
keine Klammern und keine negativen Exponenten vorkommen.

8) (L+x 372 = ) (x+xt)? =
c) (X+2x 3=
[142+ 48 +3+ 3+ 5,x2 166 + 122+ §]

25. Lose die untenstehenden GleichungeR.in

1

_ 25 — =X
a) 2=2 b) 52 2
c) 2712.2x=26 d) (2°)*=
e) 22)=2 f) 208 =2

1

X .
9 (2)2= 16 hy =05
I) 26:24x 2 J) 105x 25 104x 1
k) 3% =95 ) 0.1¥= 1000
m) 5+2.25X =125 n) 42<.32=4

[-5,-6,-18,0,0,+1,-2,-1,2,1.5,5 -3, —1,7]
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26

27.

28.
29.

30.

31.

4

Wir

. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch ? BegruedeEntscheidung.

a) 10100=100"% W] b) (=3%3=(-33)* [1]
c) 219<30°? [w]

Die Kante eines sehr kleinen Wiirfels misst4@m. Berechne dessen Oberflachend dessen
VolumenV. Gib Dein Ergebnis in der Form- 1P an. [6-10-8mn?, 10 2mm]

Das Volumen eines Wiirfels betragf 210-1*m?3. Berechne ohne TR die Wirfelkarke [3-10-4m]

Gegeben sind das Voluméa= 4-10~*°m?3 eines Protons, das Volum¥ga = 10?2 m3 der Erde und
das Volumen/, = 4-108m?3 des Universums.

a) Wie oft ist das Volumen des Protons in demjenigen der Entleatten ? $5-1089]
b) Wie oftist das Volumen des Protons in demjenigen des Wsiives enthalten ? 1423
c) Wie oft ist das Volumen der Erde in demjenigen des Univassanthalten ? 4[ 10°7]

Ein 10“*m dickes Papier hat eine Flache von Tkrs soll, wenigstens in Gedanken, 41 mal so
gefaltet werden, dass sich die Dicke bei jeder Faltung y@dh. Berechne die Héhe des so entstan-
denen Papierturmes in km. [~22-10°km]

Ein Wurfel mit 1cm Kantenlange soll vollstandig mit Pra¢a /e = 4-10-4°m3, my = 1.7-10-2’kg)
gefullt werden. Berechne ohne TR: Wie gross ist dann die Mdieses Wiurfels (Hinweis1-2.5=
4.25) ? [4.25. 10 kg]

Potenzen mit rationalen Exponenten

kénnen nun schon mit recht vielen Potenzen umgehen nigmen mit nattrlichen Exponenten ha-

ben wir auch mit negativen ganzzahligen Exponenten und dgorienten 0 umzugehen gelernt. Unsere
nachste Frage: Kénnen wir auch Potenzen mit rationalen &qgen sinnvoll Ubersetzen in die Dezimal-
schreibweise ?

Nehmen wir z.B.&

Ein

e Was wirde es geben, wenn wir das erste Potenzgesetz anw&nden
43 .43 .45 —45+3t5 =4l — g

e \Welche Zahl, die dreimal mit sich selber multipliziert wigdbt 4 ? Natirlich ist das die dritte Wurzel
von 4,

° 4% schreiben wir also in der Dezimalschreibweise#ks
zweites Beispiel: a

o 45.45.45 —45+5+5 — 42— 16

e Welche Zahl, die dreimal mit sich selber multipliziert wirgibt 16 ? Naturlich ist das die dritte
Wurzel von 16.

° 4% schreiben wir also in der Dezimalschreibweise k6 = NI

Uberlegen wir uns noch einen negativen gebrochenen Expmmeh%
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e Welche Zahl, die dreimal mit sich selber multipliziert wirgibt 1—16 ? Natdrlich ist das die dritte

1
Wurzel VoN 7.

2 . . . . . .
e 473 schreiben wir also in der De2|malschre|bwe|s;e\%;d;6 =3 4—12 = 3/—112.

Wir definieren:

Definition 4 Es sei ac R{;m,n € N. Dann definieren wir:

m
n JLL
n

an"=a
Definition 5 Es sei ae R{;m,n € N. Dann definieren wir:

1

m
n

a

sI13

a

Ubungen

32. Berechne ohne Verwendung der Wurzelfunktion des TR.

a) 49 b) 27
c) 10000 d) 6473
e) 1447 — f) 0.125 =

[7,3,10,0.25,1.2,0.5]
33. Berechne ohne Verwendung der Wurzelfunktion des TR.
a) 8 = b) 328 =
c) 1285= d) 125 =
[4,0.251331 625
34. Ordne die Potenzen @#°,64 *,64',64'° 64 > ohne Hilfe des TR nach aufsteigender Grosse.
Uberprufe Dein Ergebnis mit dem TR.

Mit den oben getroffenen Definitionen kdnnen die Potenzgeseoch einmal erweitert werden, namlich
auf den Zahlenbereich der rationalen Zahlen.

Satz 7 (2.Erweiterung der Potenzregeln)eaR}.b € R™, g1, € Q.

alt. g% — aqﬁqz (Ql)
alt - g2 — ghi—%® (QZ)
(aql)UI2 — gt (Q3)
alt.pd = (ab)ql (Q4)
a%:b% = (a:b)™ (Q5)
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Ubungen

35. Schreibe als Potenz mit rationalem Exponenten bzw.aaizegZahl wenn mdoglich.

a) 108 - 106 = b) 74.7.5.706 —

c) 2728 = d) 5°2.5°05_

&) V2-v2= h VVB-1.9VBr1=
g) 25-43— h) 45.165 =

i) 53.10% = j) 57°05.20°05—

k) V120:¥15= ) ¥/50:v2=

[102,7% 2% 510 255 2%,2,16,508,0.1,2,52]

36. Berechne ohne TR. Schreibe Dein Ergebnis als Potenzatisghalem Exponenten bzw. als Zahl
wenn moglich.

) (&) o (51) -
9 (101) = d) (107)%
[625372,10%,103]

37. Berechne ohne TR. Schreibe Dein Ergebnis als Potenzatishalem Exponenten bzw. als Zahl
wenn moglich.

a) 56 ;57 — b) (a%:a’i‘):a:
c) V2:32= d) (W—W):%:

1 11 2 31
[5%2,a=12,215,570]

38. Ermittle mit Hilfe der Potenzregeln und ohne TR die Laguenge der untenstehenden Gleichungen

inR.
a) 9=3 b) 8&=4
c) 100¢=0.1 d) 8025=2x
[05,2,-1,-0.79
39. Fdlle die Zellen der Wabe nach folgender Regel aus uretheep. [p=4/3]

X0.5

xP Xl.5

40. Schreibe als Potenz mit rationalem Exponenten. Ubfar@&in Ergebnis anschliessend mit der
TR.
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2

b) V2=
d) =

\3/%

(¢
~
N
N
N
Il

ol
oo~

ol

2t 26 -

[2
41. Entscheide ohne TR, ob die Aussage wahr oder falschagtiidde Deine Entscheidung !

]

a) 95eN W] b) 515<11 If
c) 05%°>05 Ww] d) 100« 90 [f]
e) VV2=132 [l f) 273 +645 =125 [w]
g) 1875eN W 0 (2+3)°°=2-(3) [v]
) (2+3)1=2-(3)" [v]

42. (Zusatz) Schreibe mit nur einem Wurzelzeichen.

5.5 7
a) 3Vx-\ VXV b) (6 ab—gz v/ if) P%

5 Exponentialgleichungen

Exponentialgleichungen sind Gleichungen, bei denen digeldannte im Exponenten vorkommt. Sie sind
im Allgemeinen mit unseren Mitteln nicht I6sbar. Wir betnéen in diesem Abschnitt Spezialfalle, die sich
mit unseren Mitteln |6sen lassen.

Ein Beispiel:

44— 20-2" = —64

Ubungen

43. Lose die folgenden Gleichungenin
a) 4-24+32=(2)? b) 4.2¥+32=4"
c) P+3=4. d) ¥+18.3X=-9

[L ={3},L={3},L ={0,05},L = {}]



