1.5 lineare Gleichungssysteme
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1 Was ist ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen und
zwei Unbekannten ?

Ein Beispieleines linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungerzwmil Unbekannten:

2xX+y=15
X—4y=3
e zwei Gleichungen ist klar, zwei Unbekannieupdy) ebenfalls.

e Gleichungssystem: Unter System versteht man etwas Ablgasemes, in diesem Falle heisst das,
dass die Gleichungen zusammengehdren.

e linear bedeutet, dass die Unbekannten nur in der Bosnund z vorkommen, also keile,ﬂ,ZS,
usw. und auch keine Kombinationen wie 2x§,xyz usw. enthalten.
Bei einem Gleichungssystem geht es um folgende Frage:

Frage: Was muss ich fix undy einsetzen, damit bei der ersten Gleichung links und recidsGleiche
stehtund bei der zweiten Gleichung links und rechts das Gleiche &eht

Setzen wir bei unserem Beispiek 7 undy = 1:

e einsetzen in die obere Gleichung:2+1=15 v

e einsetzen in die untere Gleichung-4-1=3 v
Wir sehen, dasg = 7 undy = 1 das Gleichungssystem lost (Wie man diese Losung ermigien wir
spater).

Wahrend die Losung einer Gleichung wig 3 6 eine Zahl X = 2) ist, besteht die Losung eines Glei-
chungssystems nun aus zwei Zahbee=(7 undy = 1). Wir notieren diese Lésung in der Form (7;1). Damit
kdnnen wir schreiberl: = {(7;1)}

Ubungen

1. Furwelche der folgenden Gleichungssyteme ist (3,-19 eidsung ?

) | ale | ) | s
) 3;232 ’ 9 gfe)?yze ‘
2. Die folgenden Gleichungssysteme haben eine besondéastae Form. Lose sie.
0|2 0 28]
©) i;:;y:o ’ 9 421x:+3;/=8 ‘
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2 Wie l6sen wir ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekann-
ten ?

In diesem Abschnitt lernen wir, wie wir ein Gleichungssysiésen konnen, d.h. wir kdnnen herausfinden,
welche Werte wir firx undy einsetzen missen, damit wir in beiden Gleichungen auf dketti und auf
der rechten Seite das Gleiche erhalten.

Idee: Wir kbnnen die erste Gleichung nacauflésen und das Ergebnis dann in die zweite Gleichung ein-
setzen. Diese Methode nennen &insetzungsmethode

Beispiel
x—5=5y—25
X+3=3y+9

Erste Gleichung nackaufldsenx = 5y — 20

Anstattx schreiben wir in der zweiten Gleichung5 20=- 5y —20+3=3y+9

Sy—17=3y+9=2y=26=y=13
e x=5.13-20=45

o L ={(45;13}
Ubungen
3. Lose die folgenden Gleichungssysteme mit der Einseszuathode und kontrolliere durch Einset-
zen!
x+y=1 2X+4y=6
) |23 ) |25
X+y 4y
_8y— ——+72=0
C) ‘ X—8y==6 ‘ d) 2 3
Xx—3y=4 X+y
V=5

4. Lo6se das folgende Gleichungssystem naahdy auf.

4x+6y=3
bx—2y=1

5. Bestimme die Parametamundb so, dass das System die Losung 4,y = —4 besitzt.

X+ay=1
bx+2y=4

6. Vor 5 Jahren war der Vater 5 mal so alt wie der Sohn. In 3 dalviel er 3 Mal so alt sein wie der
Sohn. Wie alt sind die beiden jetzt?

7. Gesucht sind Zahler und Nenner eines Bruches. Wenn wirditder und Nenner 5 subtrahieren,
dann ergibt die Division von Zahler und Nenner 0.5. Wenn wirZéhler und Nenner 11 addieren,

dann ergibt die Division von Zahler und Nenner 0.9. Welchart\Waben der Zahler und der Nenner
?

8. Wieviel 12 prozentigen Spiritus und wieviel 84 prozeatigspiritus miissen wir nehmen, um 7200
Liter 18 prozentigen Spiritus zu erhalten?
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3 Eine zweite Methode, um das Gleichungssystem zu losen.

Im Abschnitt 2 haben wir die Einsetzungsmethode kennengielgie ist bei bestimmten Gleichungssyste-
mem ziemlich umstandlich.

In diesem Abschnitt lernen wir eine neue Methode kennengeritvir das Gleichungssystem ebenfalls 16-
sen kdnnen. Mit ihr lassen sich gewisse Gleichungssystemieutend einfacher I6sen (dazu spater mehr).
Wir betrachten noch einmal das Beispiel aus Abschnitt 2.

Beispiel
Xx—5=5y—-25
X+3=3y+9
o : x—5y=-20
e Umordnen (zuerst, danny, rechts vom Gleichheitszeichen die Za |))-(, =6

Die zweite Gleichung von der ersten subtrahieren, damit d&rschwinden=2y = —26=y =13,

y =13 in eine der Gleichungen einsetzen (wir wahlen die erstep = 5(13—5) = x= 65— 25+
5=145.

L = {(45:13)

Diese Methode heisgidditionsmethode, weil hier Gleichungen miteinander addiert (und auch subtr
hiert) werden.

Ubungen

9. Addiere die folgenden Gleichungen miteinander !

a) X+4y=5undx—6y=3

b) —4x+4y=0und—x+6y=—4

C) X—3y+3=—-6undX=4

10. Subtrahiere die folgenden Gleichungen voneinander !

a) X+4y=5undx—6y=3

b) —4x+4+4y=0und—x+6y=—-4

c) X—3y+3=-6undXx=4

11. Lose die folgenden Gleichungssysteme mit der Additr@thode und vergleiche mit der Aufgabe 3
!

X+y=1 2X+4y=6

3) ‘ x—§—3 ‘ b) x—3yy:1
X+y 4y
0 X—8y==6 d) ?_‘_3_0
x—3y=4 5 y_x—s—y
T2
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4 Wie I6sen wir ein Gleichungssystem mit Parametern ?

Unter Parametern verstehen wir Variabeln, nach denen é¥graufgeldst werden soll. Wir ,schleppen sie
einfach mit “. Ein Gleichungssystem mit Parametern kdnnermit der gleichen Vorgehensweise l6sen
wie ein Gleichungssystem ohne Parameter. Es treten mgiabem noch ein paar Schwierigkeiten auf, die
wir sonst nicht haben.

Beispiel
Ax+6y=4
2bx—4y =2

e Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 2 und die zweitkeiBhung mit 3 und erhalten:

8x+12y=8
6bx— 12y =6

e Wir addieren die erste und zweite Gleichung miteinanderarhdlten:

8x+6bx=14

e Die Gleichung lasst sich nun mit Faktorsieren nactuflésen.

14
8+6b) =14 =
X(8-+6b) = X 8160
e Denx-Wert in die erste Gleichung einsetzen:
14
4———+6y=4
8reb Y

7 44+3p) 28 16+10-28 —12+12% 12(b-1)

SO =4-4 = 43 413 4.3 4.3  4i3
C12b-1)  2(b-1)

Y= 84+30) 4+3b
e Wir kdnnen nun die Losungsmenge notieren:

7 2(b—1)
=13 At

e Deny-Wert haben wir nur sehr milhsam erhalten. Einfacher geltess wir die Additionsmethode
ein zweites Mal anwenden:
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Ubungen
12. Ldse die folgenden Gleichungssysteme naghdy auf.

a) 4x+6y=3 b) (0+2)x+y=q
bx—2y=1 gx+3y=1
(c—B6)x—y=0 px+y=0

) CX+y=2 9 Xx—py=0

5 Die Definition eines linearen Gleichungssystems mit zwei Gldian-
gen und zwei Unbekannten

Definition 1 Ein lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2 Uarb@kn kdnnen wir allgemein
folgendermassen notieren:

ax+hby=c
dx+ey=f

(Die Zahlenbereiche fir die Parametertac,d, e und f lassen wir der Einfachheit halber weg)

13. Entscheide, ob ein lineares Gleichungssystem mit ZRleigen und 2 Unbekannten vorliegt ! Falls

ja, dann bestimme, b,c,d,eund f !

_x+3y=0 3y=5
3 ‘=6 b) ’ 4;7: 6x
2xy=>5 2x = by
c) ‘ dy—6 ‘ d) ‘4x:62

6 Die allgemeine Losung
Wir ermitteln die Lésung des allgemeinen Gleichungssystamt 2 Gleichungen und 2 Unbekannten:

e Multipliziere die erste Gleichung mé&und die zweite Gleichung mit. Wir erhalten:

aex+ bey= ce
bdx+ bey=Dbf

e Subtrahiere die zweite Gleichung von der ersten Gleichwigerhalten:

aex— bdx=ce—Dbf

e Nachx auflosen:
x(ae—bd) =ce—bf = x= ce—ot bf
( ) ae—bd

Nun l6sen wir das Gleichungssystem ngciuf:
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Wir beginnen noch einmal von vorne:

ax+hby=c
dx+ey=f

Multipliziere die erste Gleichung mit und die zweite Gleichung mi. Wir erhalten:

adx+ bdy=cd
adx+ aey= af

Subtrahiere die zweite Gleichung von der ersten GleichWigerhalten:

bdy— aey=cd—af

Nachy auflésen:
bd— ae) — cd— af 7cd—af7af—cd
y(bd—ae) =cd—af =y = bd—ae ae—hbd

Die allgemeine Losung eines linearen Gleichungssystei @leichungen und héchstens 2 Unbekannten

lautet somit:
L= ce—bf af—-cd
N ae—bd ae—bd

Wir haben eine Formel herausgefunden, mit der wir direkLésungen berechnen kénnen.

Es fallt sofort auf, dass wir Briiche haben. Dann taucht safer Gedanke auf: Der Nenner des Bruches
darf nie 0 werden, damit darf ae-bd nie null werden. Erstgéining: Wenn ae-bd nicht Null ist, dann
erhalten wir eine L6sung, ansonsten gibt es etwas undeéaiend damit keine Lésung. Wir kdnnen diese
Uberlegung tiberpriifen, indem wir die Lésungsmenge graphigirstellen. Wie das geht, sehen wir im
nachsten Abschnitt.

Ubungen
14. Lose die folgenden Gleichungssysteme mit der Losungsficund vergleiche Deine Ergebnisse mit
der Aufgabe 3!
X+y=1 2X+4y==6
3) X—y=3 ‘ b) x—3y=1

7 Wieviele Losungen hat ein lin. Gl.-system mit 2 Gleichungen und
2 Unbekannten ?

Wir betrachten das folgende Gleichungssystem:
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7.1 Lineare Gleichung mit 2 Unbekannten

Wir betrachten zuerst die obere Gleichung. Es liegt eirnsalia Gleichung mit 2 Unbekannten vor. Line-
ar, weil die beiden Unbekannten den Exponenten 1 haben. Dieb2kannten sind undy. Die untere
Gleichung ist damit ebenfalls eine lineare Gleichung mitrtbekannten.

7.2 Was ist eine Losung einer linearen Gleichung mit 2 Unbekarten ?

Wir haben schon die Gleichung 2 4 geldst. Hier ist 2 eine Lésung, weil wenn wir 2 in die Gleiogu
einsetzen, erhalten wir links und rechts das Gleich@&24=-4=4.

Bei der Gleichung 2+ y = 4 haben wir nun 2 Unbekannte. Wir miissen nunxXimd firy eine Zahl
einsetzen und schauen, ob es links und rechts das Gleidhe gib

e —Xx=1lundy=2.
— Einsetzen: 21+2=4=2+2=4=4=4,
— Wir erhalten links und rechts das Gleiche, somikist 1 undy = 2 eine Losung der Gleichung
(wir schreiben(1;2)).
e —Xx=2undy=2.
— Einsetzen: 22+2=4=4+2=4=6=4.

— Wir erhalten links und rechts nicht das Gleiche, somitxist 2 undy = 2 keine Lésung der
Gleichung.

7.3 Wie finde ich eine L6sung einer linearen Gleichung mit 2 Unékannten ?

Gegeben ist die Gleichungt 3y = 5. Wir kdnnen nun ganz einfach eine Lésung finden:

Nimm fur x irgendeinen Wert, z.B. 8.

Setze den Wert in die Gleichung ein+8y =5

Lose die Gleichung in 2.) naghauf: 8+3y=5=3y=-3=y=—1.

Wir haben nun einer- und einery-Wert: x = 8,y = —1. Damit lautet eine Losung8;—1).

7.4 Wie sieht die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit@nbekannten gra-
phisch aus ?

Gegeben ist die Gleichung2- 4y = 6. Wir berechnen nun 3 Lésungen:

1.L6sung 2.LOsung 3.L6sung

x-Wert bestimmen x=1 X=2 x=3
Einsetzen: 2.1+4y=6| 2-2+4y=6 | 2-3+4y=6
Ausrechnen: 2+4y=6 444y =06 6+4y=06

nachy auflésen: dy=4 dy=2 4=0

nachy auflosen: y=1 y=0.5 y=0

x- undy-Wert: x=1y=1 | x=2y=054| x=3y=0
Loésung: (1;1) (2;0.5) (3;0)
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Wir zeichnen diese drei Werte nun in ein Koordinatensystem:

Beobachtung alle drei Punkte liegen auf einer Geraden. Jeder PunktexuGdraden ist eine Losung der

Gleichung.
Daraus schliessen wiRie Lésungsmenge einer linearen Gleichung mit 2 Unbekannteist eine Gera-
de.
Ubungen
15. Gib ein Beispiel einer Gleichung, die nicht eine line@teichung mit 2 Unbekannten ist, weil
a) die Anzahl der Unbekannten nicht stimmt.
b) die Linearitat verletzt ist.
16. Bestimme die Werte der Parameddp undc!
a) y=4x+5 b) 3= 2y-6x o 3= 2y
Y= B 42" 376
17. Stelle die Lésungsmenge graphisch dar !
a) y=4x+5 b) 3=2y—6x o S=2,Y
= == i"3"6
18. Die Lésungsmengen der folgenden Aufgaben sind Ger&delche Steigung und welchen Schnitt-
punkt mit dery-Achse haben die Geraden ? Kontrolle zeichnerisch Deinteige
a) y=4x+5 b) 3=2y—6x
7.5 Wie kommen wir von einer linearen Gleichung mit 2 Unbekamten zu einer

linearen Funktion ?

Eine lineare Funktion hat die Form:

f(x) = ax+bodery=ax+b
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Eine lineare Gleichung hat die Form:
ax+by=c

Wir kommen also von der linearen Gleichung auf die Funktigdrades, indem wir die Gleichung nagh
auflosen.

e Gegeben ist die lineare Gleichung-84y = 20.

20— 8x

e Wirldsen nacly auf: &x+4y =20=-4y=20—8x=4y=20—-8x=y=
y=-2x+5

=>y=5-2X=

e Wir kbnnen nun folgern: Die Losungsmenge der Gleichuxigt 8y = 20 ist eine Gerade. Die Gerade
hat die Steiung -2 und den Schnittpunkt mit giekchse bei 5.

7.6 Die Anzahl Lésungen eines Gleichungssystems

Gegeben ist das allgemeine Gleichungssystem

(1) ax+by=c
(2) dx+ey=f
. . R . c—ax c ax
¢ Die erste Gleichung naghaufgeldst ergibtax+by=c=-by=c—ax=y= b =y= o F:>
B aX c
y= *B + B
. : . .. . f —dx
e Die zweite Gleichung nack aufgelost ergibtdx+ey=f = ey=f —dx=y= =>y=
f dx d f
—— —=Yy=—X+—
e e e e

e Die Losungsmenge der ersten Gleichung ist eine Gerade m#tdeggung—a/b und dem Schnitt-
punkt mit der y-Achse bet/b.

e Die Lésungsmenge der zweiten Gleichung ist eine GeradeeniBteigung-d/e und dem Schnitt-
punkt mit der y-Achse bei /e.

Wir wissen, dass der Schnittpunkt der beiden Geraden dierigddes Gleichungssystems ist. Es gibt nun
drei Falle:

e Die Geraden haben eine verschiedene Steigung und schregitiegenau einmal (d.h. es gibt genau
einen Schnittpunkt und damit eine Losung)
e Die Geraden haben die gleiche Steigung

— und liegen tbereinander (d.h. es gibt unendlich viele Sghurikte und damit unendlich viele
Ldsungen)

— aber liegen nicht Ubereinander (d.h. es gibt keinen Sghumilt und damit keine Losung)
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. . . _ a d a d
Fall 1: Die Steigung ist verschiedesn 5 #*——= b #* =

a d
genau 1 Lésung, fallg #+ s

Fall 2(a):

ol
ol

a a
e Die Steigung gleick= 5= e b"

c f
e Der Schnittpunkt mit dey-Achse ist gleich= b e

Damit erhalten wir:

. . . a d c f
unendlich viele Lésungen, falls= —und — = —
b e b e
Fall 2(b):
Die Steigung gleich= a_ d aid
* gung g b e b €

c f
e Der Schnittpunkt mit dey-Achse ist nicht gleich= b #+ °

Damit erhalten wir:

a d c f
keine Losung, faIISB = und b * s

Ubungen
19. Lose das folgende Gleichungssystem zeichnerisch $abldes Schnittpunktes) ! Uberpriife durch
Einsetzen !
X+y=3
2X+y=4

20. Bestimme zeichnerisch und rechnerisch die Anzahl Lgsnidler folgenden Gleichungssysteme.

X—9%y=7
3) x:5y+7’

—4x+6y=>5
b) 6x—9y =28 ’

3x+6y=>5
) | ex—2y—2

21. Welcher Wert muss fia eingesetzt werden, damit das Gleichungssystem
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Z2ax+3y=14
3ax—2y=3

a) Genau 1 Ldsung hat ?
b) keine Losung hat ?
¢) unendlich viele Lésungen hat ?

8 lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten

Wir haben nun 3 Gleichungen und 3 Unbekannte. Nach den Unbéka konnen wir mit dem gleichen
Prinzip auflésen wie bei 2 Gleichungen mit 2 Unbekanntenre®aten wir dazu ein Beispiel.

Beispiel

Gegeben ist das folgende Gleichungssystem:

(2) x—3y+2z=—4

(1) x+y+z=60
(3) 2x+5y—5z=168
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Ubungen

22. Lose die folgenden Gleichungssysteme.

23.

24,

25.

26.

a)

L6se die folgenden Gleichungssysteme.

a)

c)

8X—7y+10z=9
5y+6z=0 b)
6z=21

X+y+z=4
X+2y+2z=7 b)
2X+4y+52=15

7X—6y+5z2=18
5X+ 3y — 4z =28 d)
8x+2y+3z=26

Hier sinda, b,c Parameter. Aufzuldsen ist naghy, z.

a)

b)

Gesucht sind drei Zahlen y und z, deren Summe 311 ist. Dabei unterscheiden sich die ersten

X+y+z=a+b+c
X+y=2c
y+z=2a
X+Yy+z=4a+6b

2x+3y—z=3a+5b
4y+3z=10a+ 17

13x =156
5x+6y=0
9x+1ly+2z=36

11x—9y =30
8x—T7y=20
X—y+z=10

X y z
§+§+6—6
Xy z
2t 173

y 2_

beiden Zahlen um 51, die dritte ist um 21 grésser als die ersilaie zweite zusammen. Bestimme
die Zahlen.

Die 24 Kinder in Petras Klasse stammen aus drei Jahrgabge alteste Jahrgang enthélt 8 Kinder
weniger als der mittlere. Zum jlingsten Jahrgang gehdremdeé€iweniger als alle anderen zusam-
men. Wie viele Kinder sind in jedem Jahrgang?



